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Tém tat: Quan hé ung suét - bién dang cua vat
liéu (kich thwéc vi mo) sé énh hudng dén sw lam
viéc cda céu kién, két céu (kich thudc vi mé). Trong
cong trinh xay dung, cac vt liéu phé bién (bé tong,
bé tong cot thép, da, dat nén, gé...) déu khdng dép
tng duwoc nhitng gid thuyét vé déng nhét, ddng
huéng. Chinh vi vdy, mdé hinh véat liéu dan héi
Hooke, médc du dwoc st dung phé bién trong tinh
toan két cau céng trinh, nhung ludn phai di kém céc
hé sé (dwoc qui dinh cu thé trong cac tiéu chuén).
Vi vay, nhu cdu vé cac mé hinh vét liéu c6 thé mo tg
chinh xac ung xw& cua céac loai vat liéu khéng déng
nhét (& mic mét thuong c6 thé nhin thdy) 1a rét 16m
trong nghién ctru co hoc cbng trinh. Nhitng nam
gén day, cac mé hinh co hoc lién tuc mé réng (md
hinh Cosserat, m6é hinh gradient bac hai, mé hinh
micromorphe...) dang ndi 1én nhw nhing dng vién
tiém ndng dap ung nhu cdu dé. Céc mé hinh nay
duroc mé réng tir mé hinh Cauchy béng céach thém
vao cac bac tw do, hodc bang cach xét thém vao
céac gradient bac cao cia chuyén vj. Ching déu dan
dén viéc phai tao thém cac ma trén méi (cé vai tro
twong tw nhw ma tran dé6 cung K trong ly thuyét
phén t& hitu han), va duwa ching vao cac phan mém
PTHH (n6i cach khéc la tao ra cac phén t& hitu han
méi). Bai bao nay sé gisi thiéu mét cach tiép cén
truc tiép hon véi cac mo hinh vat liéu tién tién noi
trén, bang cach khai thac cac ung xd vét liéu da
duroc cong bé, két hop véi phurong trinh nghiém yéu
mo ta bai toan co hoc. Tac gia sé dwa ra vi du khai
thac md hinh gradient bac hai dé mé phdéng s lam
viéc cda mét cau kién xay dung.

Tw khéa: mé hinh vat liéu tién tién, méi truong
lién tuc téng quat, gradient bac hai, ing suét béi,
umg suét dup, phwong trinh nghiém yéu.

Abstract: Stress-strain relationships of materials
in micro-scale has an influence on structural
behaviors. Practically, neither homogeneous nor
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isotropy assumptions cannot be applied to common
construction materials (concrete, rock, etc.). Hence,
the application of Hooke’s elastic material should
always be accompanied by various factors (from
design codes) in structural designs. Therefore, there
is a need for advanced material models, which can
describe the heterogeneous material (visible to bare
eyes), in research of mechanics of construction
work. Recently, generalized continuum models
(Cosserat, micromorphe, secondgradient...) are
presented as potential candidates replying to this
requirement. These studies are extended from
Cauchy model by considering either more degrees
of freedom or adding higher-order gradient of
displacement. The latter leads to the establishment
of a new matrix (similar to stiffness matrix K in finite
element method). From that, new elements should
be created by implementing these matrixes to
engineering tools such as FEM softwares. The
present paper proposes a direct approach to adopt
the above-mentioned models via using the
published stress-strain relationship as well as weak
formulation describing the mechanical problem. An
elastic second-gradient model will be used as an
example.

Keywords: advanced material model,
generalized continuum, second gradient,
hyperstress, double stress, weak formulation.

1. Vai tro cta phwong trinh nghiém yéu trong
cac phan mém phan tr hiru han

Céc van dé co hoc thwong duwoc dwa vé mot bai
toan giai phuwong trinh vi phén, trong do chuyén vi
cla vat ran (duwdi tac dong cta lwc co hoc hay nhiét
dd) la nghiém can tim. Cac dao’hém bac nhat cta
nghiém nay, hop thanh tensor bién dang, thwong ky
hiéu la € , phai thda man diéu kién twong thich hay
co tai liéu goi la diéu kién bién dang. Tensor bién
dang co lién hé voi tensor ng suat g thong qua
ng x( cla vat liéu; mo hinh co ban, ndi tiéng nhét
va dwoc giang day rong réi trong tat ca cac nganh ki
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thuat 1a md hinh vat liéu dan héi Hooke. Tensor (rng
suat hay trang thai (‘ng suat phai théa man diéu
kién can bang gitra ndi lwc va ngoai lyc oijj+ fi=0;
trong do oy, la divergence cta (ng suét, fi la cac
thanh phan cta vector lyc khéi. H& phwong trinh (1)
thé hién mo hinh toan hoc cla bai toan co hoc don
gidn trong dé trong tam la phwong trinh can béng,
c6 dang mét phwong trinh vi phan (PTVP) bac hai,
mo t& mot két cau (mién Q) chiju tAc dung cla ngoai
lwc trén vang bién dVF, va chiu chuyén vi cuwéng
bl trén ving bién 6VP; két cdu dwoc tao nén bdi
vat liéu dan hoi, c6 ma tran dd cing Ciu lién két
tensor bién dang & va tensor (¢ng suét o .

oyt f.=0

Oj =Ciucu
1( ou; au;

& =—| —+— (1)
2\ ox,  ox

u(x) =u, xeodv®

o(u)n =t  xedV’

trong do, cac chi sé i, j dwoc s dung trong

cong thire (1) c6 gia tri tr 1 dén 3; dung dé chi cac
huwéng trong hé toa d6 Descartes va tuan theo qui
wéce Einstein. Nhw vay, van dé co hoc da dwoc mo
hinh héa béi cac biéu thirc, phwong trinh toan hoc
va viéc gidi quyét van dé co hoc dwoc chuyén thanh
viéc giai hé PTVP riéng phan.

Viéc gidi PTVP (vi phan thwdng hodc vi phan
riéng phan) c6 thé dwoc thwc hién theo nhiéu
phwong phap khac nhau, cé thé la 1oi gidi giai tich
(tim ra nghiém dung dwéi dang cac ham sé lién tuc)
ho&c 1&i giai xap xi bang phwong phap sé. Trong do,
ndi Ién hai phwong phap s6 rat phé bién la sai phan
htru han va phan t& hiru han. Néu sai phan hiu
han gidi PTVP béng cach xap xi phwong trinh (dwa
phwong trinh hay bai toan ban dau vé moét hé
phwong trinh gan ding, c6 16i giadi dé dang va co
nghiém dung cla phwong trinh don gian héa); thi
phwong phap phan t& hiru han lai tién hanh bién ddi
PTVP ban dau thanh mét phwong trinh tuwong
dwong dang tich phan, con goi la phwong trinh
nghiém yéu thdng qua cac ham thir; sau d6 dua ra
nghiém cuda bai toan tich phan (xap xi nghiém);
nghiém nay c6 tén la nghiém yéu [1]. Bat dau tw
phwong trinh nghiém yéu nay, cac buwéc rdi rac hda
dé xay dwng mét phan t& hiru han duwoc thuc hién.
Trong qua trinh d6, cac mé hinh vat liéu (hay quan
hé &ng suét-bién dang) tré thanh mét phan théng
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tin ndm trong ma tran dd cing K. Cac phan mém
PTHH déu hoat dong dwa trén phwong trinh nghiém
yéu, tuy nhién, dé tao thuan loi cho ngudi st dung,
phwong trinh nghiém yéu nay thuong dwoc an di,
thay vao do, nguwoi ta 1ap trinh cac phan tl riéng
biét, cac giao dién tryc quan va dwa cac mé hinh
vat liéu vao phan mém. Nhw vay, déi véi cac mo
hinh vat liéu cd dién, quen thudc, dwoc thira nhan
réng réi, cac ki sw c6 thé dé dang st dung cac phan
mém PTHH thwong mai dwoc thiét ké chuyén biét
danh cho nhiéu nhu ciu khac nhau. Tuy nhién, cac
cbng cu vira néu lai khong thé sir dung cho viéc
nghién ctu, mé phdng sy lam viéc cta cau kién
dua trén cdc md hinh vat liéu m&i phat trién. Mat
khac, mot diac diém quan trong cta phan t& hiu
han la viéc nhang hay ciy ghép cac mé hinh da
dwoc thiét 1ap vao cac phan mém PTHH sn ¢6 la
kho khan, doi héi phai c6 nhirng ki nang lap trinh,
ma héa rat thanh thao, phai c6 hiéu biét sau vé
phwong phap phan t& hivu han va cé ca nhirng kién
thirc co ban vé mang nganh ki thuat lién quan dén
mé hinh dang nghién ciru. Van dé nay cé thé khac
phuc nhé tan dung nhirng phan mém PTHH c6 cac
modun cho phép gidi truc tiép cac PTVP bang
phwong phap PTHH thong qua viéc nhdp vao
phwong trinh nghiém yéu va dinh nghia cu thé (ng
X vat lieu. Mot s phdn mém dang nay cé thé ké
dén Comsol, Matlab, Fecnic, FreeFEM [2, 3, 4, 5.
Trong phan tiép theo, tac gid sé gidi thiéu so lwoc
vé mét s6 md hinh vat liéu méi trong cong trinh xay
dung, trong d6 c6 mé hinh gradient bac hai la méi
quan tam Ién gan day cla giéi nghién ctru co hoc;
sau do6 dwa ra moét bai todn co hoc v&i nhirng diéu
kién bién, md hinh vat liéu cu thé va trinh bay cach
dua (hay c6 thé dung t» nhing hodc cay -
implement) vat liéu méi nay vao mot phan mém
PTHH théng qua phwong trinh nghiém yéu.

2. M6 hinh gradient bac hai va viéc ng dung
trong phan tich két cau
2.1 Méi trromg lién tuc téng quat

Ly thuyét co hoc méi truwdng lién tuc gan lién voi
tén tudi cta nha khoa hoc Cauchy, trong d6 mot
diém vat chat trong méi truong c6 ba bac tw do
(chuyén vi trong khoéng gian ba chiéu). Ly thuyét nay
dwoc tdng quat héa va xay dwng thanh ly thuyét co
hoc mai trwéng lién tuc tdng quét. Theo [6, 7, 8], cot
méc dang ké dau tién cla ly thuyét nay la cong trinh
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cua hai nha khoa hoc (hai anh em rudt) ngwoi Phap
Eugene va Francois Cosserat. Trong cbng trinh [9]
chung cla hai nguwoi, c6 tén Théorie des corps
déformables, cac tac gia da mo td mot diém vat chat
c6 sadu bac ty do: ba chuyén vi doc lap

u=ueg, +uU,e, +U;€,) va ba géc xoay doc

P=ge,+¢e,+ ¢3§3; trong khong gian ba
chiéu, cac diém vat chat nay hinh thanh nén moi
trwong Cosserat hay méi truwdng vi cuc; dé thay khi
ba géc xoay suy bién bdng khoéng, méi trwong
Cosserat suy bién vé dang méi trwdng cb dién cia
Cauchy (hay méi trwdng Cauchy la mét dang dac
biét ca maéi trwdng Cosserat). M6t mo hinh khac cé
chung nguyén ly thém céc bac tw do cho chat diém
la Micro-morphic, trong dé6 mét tensor bac hai moé ta
bién dang vi md cla chét diém yij dwoc thém vao
méi trwdng Cauchy. Ngoai nhirtng md hinh bd sung
thém bac tw do, mot ho cac md hinh khac dwoc xay
dwng nén tr méi trwodng Cauchy bang cach xét
thém tac dong clia cac gradient bac cao ctia chuyén
vi, ddng thdi dwa vao thém nhirng khai niém nhuw
ng suat boi; trwodng hop dac biét cta ho cac md
hinh nay 1a mé hinh gradient bac hai (hay md hinh
gradient bién dang). Trong mé hinh nay, phuong
trinh can bang cta ng suét c6 thém cac thanh
phan la gradient cta bién dang va (rng suét lién
quan dén gradient nay goi la tng suét duap. Cac khai
niém maéi nay dwoc gidi thich kha can ké trong [10].
Dbi véi phan tich két cidu noéi chung, md hinh
gradient bac hai da dwoc ap dung kha nhiéu, nhat |a
trong cac bai toan dia co hoc, chéng han trong [11].
Viéc rng dung mé hinh néi trén vao két cau bé tong
va bé téng cbt thép cling bat dau c6 nhirng nghién
cru tién phong, chang han [12, 13, 14]. Viéc lya
chon mé hinh gradient bac hai trong sé cac mé hinh
clia co hoc méi trwdng lién tuc cling rat tw nhién,

Opy Cun Cux 0 én
Oy Chp Co 0 Exn | =
Oy 0 0 Cr [\ &

trong d6, Ci111 = C11 = C22 = Ca222 déi voi vat
liéu ddng huéng. Cac luat wng xr co ban nay
thong thwong déu dwoc lap trinh sén trong céc
phan mém phan t& hiru han (ca thwong mai va ma
ngudén mé). Mot s phdn mém cho phép dwa céc
luat &ng x& vao bai toan dwéi dang cac biéu dé roi
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khi ma anh hwéng clta gradient bién dang trong
nghién ctru vé sw lam viéc cla bé tong da dwoc ghi
nhan tir 1au [15, 16, 17, 18, 19].

2.2 Bai toan yéu cda két cdu chju luc véi mo
hinh gradient bdc hai

Bai toan két ciu chiu lwc (chuyén vi cuéng ép
va ngoai lyc) quen thudc trong co hoc dwoc trinh
bay trong céng thirc (1). Viec mé réng tr md hinh
dan hdi Cauchy sang mé hinh dan hdi gradient bac
hai dan dén phai mé réng bai toan vira néu thanh
bai toan m&i trong cbng thire (2).

2y =0
Zij =05 — My«
oy =Ciéa
My = Aijkpqr'kijk'kpqr (2
el

oo2lox ox,
ki ko = Ui

Boundary conditions

trong d(), Cijkl va Aijkpqr la cac héng Sé dan hé)i
lién quan dén bién dang e« va gradient cta bién
dang kix; mix la rng suét dup, can nhac rang day la
thuat nglr méi va y nghia vat ly cla né da dwoc giai
thich trong [10]. Mat khac, d& dadm bdo tinh ngén
gon, tir day bai b4o sé chi d& cap dén truwdng hop
bién dang phang (sss = s13 = &3 = 0). M6 hinh vat
liéu hay luat (’ng x&r dan hdi ctia mét vat lieu déng
nhét, dédng huéng dwoc siv dung phd bién trong méi
trwdng Cauchy thuweng c6 dang biéu dién ma tran
nhw trong cong thire (3).

C, C, 0 (&,
C, Cp 0 | &y 3)
0 0 Cxl\2¢,

rac quan hé gitra rng suat va bién dang. Tuy nhién,
cac mo hinh vat liéu méi véi nhirng bac ty do maoi
va dao ham bac cao cla bién dang chwa dwoc
dwa vao cac phadn mém thwong mai phé bién,
duwoc cac ki sw st dung rong rdi. Mot vai phan
mém chuyén biét danh cho giéi nghién cru, chang
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han Code-Aster, code Zébulon..., c6 nhang san
cac doan ma md td mot sé moé hinh da dé cap
trong 2.1 thi lai khéng c6 cac giao dién “than thién”
v&i nguwoi dung, hay néi cach khac lIa kho s dung;
hodc cac phan t&r dwoc lap trinh s&n d6 lai bj gi&i
han, chadng han chi s& dung trong trwdng hop ng

suét phang. Trong bai bao nay, mé hinh vat liéu
theo ly thuyét gradient bac hai (hay gradient bién
dang), thé hién trong cong thirc (4), sé dwoc dua
vao phan mém Comsol théng qua giao dién
phuwong trinh dao ham riéng (PDE interface) cua
phan mém.

mlll AI11111 Al111?? A‘l11?1? 0 0 klll
m122 AI‘1117? AI??17? Al???1? 0 0 k122
m212 — Al11?1? Al???1? A917?17 0 0 k212 (4)
m222 O O O Al11‘111 A‘HH?? AIH?‘I? k222
m211 O O o Al11‘]?? Al??‘]?? AI???17 k211
mllZ O O o Al1171? Al??71? A?l??‘l? k112
Phwong trinh can bang (phwong trinh dao  function) v cGa ham chuyén vi U . Dua trén

ham riéng) cua bai toan co hoc véi méi trwong
gradient bac hai thé hién trong céng thic (2)
dwoc chuyén vé dang phwong trinh nghiém yéu
(5) b&i [11], bang cach s& dung mot ham thi (test

phwong trinh nghiém yéu nay, viéc lap trinh
PTHH da dwoc thuc hién dé dwa vao phan mém
Code-Aster, do tap doan Dién lyc Phap (EDF)
nghién ctu va phat trién.

ov, o%v,
I oy —+my, — dV:J'(piviJrPiDvi)ds
' ox. " OX.OX )
Q j 7k
trong dé: vi la ham tht chuyén vi, pi va P; 1a didu kién bién lwc va lwc dip, dwoc dinh nghia béi:
Dm. Dm. n Dn.
p, =o;n, —nnDm, ——%n ——n +—Im.nn ——2m (©)
i — Oijllj k' ijk j k ik i ijk
D, N Dx, Dx,
P = My, NN, (1)
\ , .. D,
trong do, cac qui wéc vé dao ham phap tuyén Dq va dao ham tiep tuyén cla g nhw sau:
i
aq Dg _ a9
Dg=—n; v = —nqu (8)

JV<’:l
axj ij 8xj

3. Vidu ap dung
3.1 Bai toan va nghiém giai tich

Bai toan dwoc dwa ra xem xét 1a mot cu kién
hinh chi nhat lam t vat liéu dan hodi, déng nhat,
dédng hwéng; quan hé (rng suét, bién dang tuan
theo ly thuyét gradient bac hai (cac phwong trinh (3)
va (4)); chiu tac dung cta chuyén vi ngwoc chiéu

nhau trén hai canh ngén, hai canh dai tw do nhw
trong Hinh 1. M& hinh tdm dan héi trong vi du nay
c6 thé st dung d& moé phdng cac cau kién xay dwng
chiu cét trong mat phang. Twong tw nhw viéc cac
nghién ctru [12,13,14] da s dung mo hinh gradient
bac hai d& md phdng s lam viéc trong cac céu kién
bé téng cét thép... Cac gia tri cta tensor dd cirng
vat liéu dwgc néu ra trong Bang 1.
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Hinh 1. Bai toan cdu kién chju cat trong mat phang

Bang 1. Cac modul dan héi cda vét liéu theo mé hinh gradient bac hai: bén modul dau tién don vila MPa,
cac modul con lai c6 don vi MPamm?

Cu C12 C22 Ces A111111 A122122 Az12212 A111122 A111212 A122212

10 5 Cu 7480 100 - 4879325,831 100 100 100 100

CAc gia tri Ces va A122122 da dwoc tim ra trong [20] nhe viéc déng nhat hda mét vat liéu hai pha, cé do
ctrng rat chénh l&ch. DPiéu kién bién cta bai toan dwoc thé hién trong cong thirc (9).
o -0
uz(xlzh):ag2 va uz(xlz—h):7g2 9)
Bai toan trén c6 nghiém giai tich dwoc néu trong [21, 22]. Nghiém nay dwoc nhéc lai trong cong thirc

(10) @& thuan tién theo doi:

uz(xi)=u(x)=%cosh(a)x)Jr%sinh(a)x)+C3x+C4 (10)

trong d6: 1, 2 lan lwot la truc ndm ngang, truc thdng ding trong mét phang, u(x) la tén goi rat gon dwoc dat

cho uz(Xl), C, =C,=0, @° :@,
22122
Co= J va C, = . cosh(wh)
Z{Sm (2c0 )—hcosh(a)h)} @ -
@ @

trong do: ciu kién co kich thwéc h x 2h; h kién ch® nhat. T¥ cdng thic (10), ta c6 thé
c6 gia tri 14 150 mm trong trwdng hop dang  suy ra cac dao ham bac nhat va bac hai cla
xét; gbc toa d6 trung v&i tam hinh hoc cla cdu  chuyén vi:

ou C o%u .
— =—2coshwx+C,va ——=C,sinhwx (12)
oX W 0°X
3.2 Bwa mé hinh gradient bac hai vao phdn mém  'vong bién phu thudc 1a 2 va tén bién (u1, uz) nhe

. ] khai bao theo cac buédc Review Physics Interface >

Trong phan nay, tac gia sé tom tat nhitng buéc ~ Number of dependent variables > 2 > ui, uz2. Khai

co ban dé st dung phan mém Comsol khai bdo  béao kiéu bai toan phan tich tinh Select Study >
phwong trinh nghiém yéu da néu trong (5). Pau tién,  Preset Study: Stationary. Khai bao cac théng sé hé
can chon khong gian 2D cho bai toan théng qua  sé dd cing Cix va Ajper VA gid tri clia h trong Global
Model Wizards > Select Space Dimensions, > 2D. Definitions > Parameters. Khai bao cac quan hé
Lwa chon khai bao phwong trinh nghiém yéu theo  dworc liét ké & cac bai toan (1), (2) vao Component
cac buoc Select Physics > Mathematics > PDE > Definition. Dwng mét hinh chi nhat cé kich thuwéc
Interfaces > Weak Form PDE, sau do chon sO  |a hx2h, tam hinh hoc tring véi gbc toa d6 nhd vao
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goi cong cu Component > Geometry ctia Comsol.
Khai bao vé trai cta phwong trinh (5) vao phan
mém theo cac gé6i lénh Component > Weak Form
PDE > Weak Expression, va khai bao diéu kién bién
chuyén vi theo I1énh Dirichlet boundary condition.

, , oV,
Can lwu y, cac thanh phan cta ham the —- va

8xj

0%V,
OX;0X;

budc cta phan mém Comsol: test (ulx) hoac test
(u2xx)... Chia lw®i nhw cac phan mem PTHH khac:
Component > Mesh, chon mic chia Normal. Thuc

dwoc khai bdo dwéi dang cac cau lénh bt

05

03
0.2
01
0
-0.1
-0.2
-0.3

a) Chuyén vju(x), don vi mm

I Il
1207 |mm

1007

807

607

407

207

-207]

-407]

-607]

-807]

-1007]

mm
Too 150

-120° T T T T 5o

c) Chia luéi cdu kién & mire binh thuong

hién Iénh tinh toan Study > Compute the selected
study

3.3 Két qua md phéng

Sau khi d& Comsol gidi quyét phuong trinh
nghiém yéu bang phuwong phap PTHH, ta thu dwoc
két qua phan tich chuyén vi thang ding u(x) = uz(x1)

2

va cac gradient ciia n6 —, F (Hinh 2). Bem
X

so sanh céc gia tri thu dwoc nhe gidi nghiém yéu
trong cong thire (5), v&i nghiém gidi tich dwoc trinh
bay trong céng thirc (10) ta thu dwoc cac biéu dé so
sanh trong Hinh 3.
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Hinh 3. So sanh nghiém giai tich vé6i nghiém yéu, ciing mét sé céc truong ng suét, bién dang, gng suét dip
trong mo hinh gradient bac hai

4. Két luan

Viéc trng dung cdc md hinh vat liéu tién tién vao
mé phdng &ng x& cha ciu kién xay duwng thuong
gdp nhidu tré ngai do khé khan trong viéc nhing
cac md hinh tién tién vao cac phan mém phan t
htru han thwong mai théng thwdng. Nhdm khac
phuc han ché nay, bai bao da dé xuét va ching
minh tinh hiéu qua cla phwong phap st dung
phwong trinh nghiém yéu két hop véi cac phan
mém gidi phwong trinh vi phan riéng phan.

T nhirng ndi dung da trinh bay, nghién ctu rat
ra cac két luan chinh nhw sau:

- Bon gidn hoéa viéc a4p dung md hinh méi:
Phwong phap khai bao truwc tiép phwong trinh
nghiém yéu cho phép cac ki sw va nha nghién ctwu
dé dang nhing cac mé hinh vat liéu phirc tap (nhw
mé hinh gradient bac hai) vao phan mém (cu thé 1a
Comsol Multiphysics) ma khong doi haéi phai lap
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trinh phan t& hiru han tir dau;

- Do tin cay cao cla phwong phap sé: Thoéng
qua viéc md phdng mét bai toan céu kién chiu luc
cat trong mat phang (dai dién cho vach bé tong cét
thép), két qua gidi bang phwong phap nghiém yéu
trén phan mém cho thdy sw tring khép gan nhw
hoan toan v&i nghiém giai tich cta bai toan;

- Tiém n&ng m& réng: Cach tiép can dwoc gidi
thiéu trong nghién ctru nay khéng chi gi¢i han & mo
hinh gradient bac hai ma hoan toan cé thé dwoc mé
réng dé& moé phdng, tinh toan cac bai toan co hoc
khac s dung céc ly thuyét méi trwdng lién tuc téng
quéat va cac mo hinh vat liéu tién tién khac.
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