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 Tóm tắt: Bài báo trình bày một nghiên cứu nhằm 

phân tích sự ổn định cơ học của vỏ tròn xoay làm 

bằng vật liệu cơ tính biến thiên, chịu tải trọng áp lực 

ngoài phân bố đều, có tính đến ảnh hưởng của việc 

tăng nhiệt độ đồng đều. Tính chất cơ học của vật 

liệu biến thiên theo hướng độ dày của vỏ theo quy 

luật lũy thừa, phân bố liên tục phụ thuộc vào tỷ phần 

thể tích của các vật liệu cấu thành vỏ. Sử dụng tiêu 

chuẩn cân bằng lân cận và tuyến tính hóa giới hạn 

ở đại lượng nhỏ bậc hai đã thiết lập được các 

phương trình ổn định của vỏ dựa trên lý thuyết vỏ cổ 

điển. Các phương trình thu được là hệ ba phương 

trình vi phân đạo hàm riêng tuyến tính có hệ số là 

hàm số đối với các thành phần chuyển vị. Các 

phương trình này được giải theo phương pháp 

Galerkin. Kết quả tính toán thu được biểu thức dạng 

đóng để xác định tải trọng uốn tới hạn. Phần tính 

toán số khảo sát ảnh hưởng của đặc tính vật liệu, 

các thông số kích thước hình học và nhiệt độ đến 

khả năng mất ổn định của vỏ.  

Từ khóa: Vật liệu cơ tính biến thiên (FGM), Vỏ 

tròn xoay FGM; Ổn định; Tải tới hạn tĩnh; Nhiệt độ. 

Abstract: This work presents an analytical 

investigation for analyzing the mechanical buckling 

of shells of revolution made of functionally graded 

materials, subjected to external uniform pressure 

taking into account the effects of uniform 

temperature rise. The material compositions only 

vary smoothly along its thickness direction with the 

power law distribution. Using the adjacent 

equilibrium criterion and classical shell theory, the 

linearization stability equations have been 

established. The resulting equations which they are 

the system of three variable coefficient partial 

differential equations in terms of displacement 

components are investigated by Galerkin method. 

The closed-form expression for determining the 

critical buckling load is obtained. In numerical 

results, the effects of material properties, 

dimensional parameters, and temperature on the 

buckling of shells of revolution are discussed in 

details. 

Keywords: Functionally graded material (FGM); 

FGM shells of revolution; Buckling; Critical buckling 

load; Thermal environment  

1. Mở đầu 

 Các kết cấu chế tạo từ vật liệu cơ tính biến thiên 

(Functionally graded Material - FGM) được sử dụng 

ngày càng nhiều trong công nghiệp hàng không vũ 

trụ, lò phản ứng hạt nhân và các lĩnh vực làm việc 

trong môi trường nhiệt độ cao hoặc chịu tải phức 

tạp [1]. Do các tính chất cơ lý biến đổi trơn và liên 

tục từ mặt này đến mặt kia nên các kết cấu FGM 

tránh được sự tập trung ứng suất trên bề mặt tiếp 

xúc giữa các lớp, tránh được sự bong tách và rạn 

nứt trong kết cấu. Do vậy nghiên cứu về ổn định, 

dao động và độ bền của các kết cấu FGM đã thu 

hút được sự chú ý đặc biệt của các nhà khoa học 

trong và ngoài nước. Hiện nay, những kết cấu vỏ 

tròn xoay FGM như vỏ nón, vỏ cầu, vỏ gấp nếp 

lượn sóng hay có gân gia cường vẫn là những bài 

toán khó, còn ít được nghiên cứu. Trong khi đó 

những kết cấu loại này đã trở nên phổ biến trong 

ứng dụng thực tế. Nghiên cứu về ứng xử cơ học 

của chúng là bài toán không chỉ có ý nghĩa khoa 

học mà còn có ý nghĩa thực tiễn to lớn. 

 Về ổn định, ngoài các kết quả đối với dầm và 

tấm, những kết quả đối với vỏ đã được quan tâm 

nghiên cứu và phát triển. Huang và Han [2] đã trình 

bày các nghiên cứu phi tuyến sau vồng của vỏ trụ 

FGM không gia cường, chịu áp lực ngoài bằng cách 

sử dụng lý thuyết độ võng lớn phi tuyến của vỏ tròn 

trụ. Trong công trình này đã tính đến dạng vồng phi 
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tuyến được quan sát từ thực nghiệm. Các phân tích 

sau vồng của vỏ trụ FGM, không gia cường, chịu áp 

lực ngoài trên nền đàn hồi theo mô hình Pasternak, 

bằng cách sử dụng phương pháp tham số bé và lý 

thuyết biến dạng trượt bậc cao, đã được nghiên 

cứu bởi Shen trong [3]. Bagherizadeh [4] đã nghiên 

cứu sự vồng cơ học của vỏ trụ FGM, không gia 

cường, trên nền đàn hồi Pasternak, dựa trên lý 

thuyết biến dạng trượt bậc cao. Najafizadeh [5] đã 

đưa ra phương trình ổn định theo chuyển vị, đã 

khảo sát ứng xử vồng cơ học của vỏ trụ FGM, được 

gia cường bởi các gân vòng và các gân dọc FGM, 

dựa trên lý thuyết vỏ kinh điển. Trong nước, kết quả 

tiếp cận giải tích để nghiên cứu về ổn định phi tuyến 

cho panel trụ có cơ tính biến thiên chịu nén dọc 

trục, chịu tải cơ nhiệt đã được nghiên cứu bởi Đức 

và cộng sự [6, 7]. Các tác giả đã tìm được biểu thức 

hiển của tải vồng và đường cong tải-độ võng sau 

vồng trong trường hợp hệ số Poisson là hằng số và 

điều kiện biên tựa bản lề. Tác giả Bích và nhóm 

nghiên cứu [8] đã nghiên cứu ứng xử vồng tĩnh và 

động phi tuyến của vỏ mỏng hình trụ, được gia 

cường lệch tâm, bằng phương pháp giải tích. 

Sofiyev và Kuruoglu [9] đã nghiên cứu ứng xử vồng 

phi tuyến của vỏ nón cụt FGM, trên đàn hồi, dựa 

trên lý thuyết vỏ cổ điển và phương pháp Galerkin. 

Các đặc trưng vật liệu vỏ và gân gia cường được 

giả thiết là liên tục theo hướng bề dày. Tác giả 

Dũng và nhóm nghiên cứu [10-12], dựa trên lý 

thuyết vỏ cổ điển, lý thuyết vỏ biến dạng trượt bậc 

nhất, đã xem xét ứng xử vồng tuyến tính của vỏ nón 

cụt FGM, được gia cường lệch tâm, chịu tải nén dọc 

trục và áp lực ngoài bằng phương pháp giải tích. 

Tornabene và Viola [13] đã nghiên cứu ứng xử 

động của vỏ parabolic, panel trụ tròn và vỏ tròn 

xoay FGM, dựa trên lý thuyết biến dạng trượt bậc 

nhất và phương pháp cầu phương vi phân suy rộng. 

Mất ổn định và sau ổn định của vỏ trống cũng được 

nghiên cứu với Stein [14] và Hutchinson [15]. 

Các bài toán ổn định vỏ tròn xoay như vỏ nón, 

vỏ cầu, vỏ trống, vỏ parabolic… dẫn đến hệ phương 

trình đạo hàm riêng có hệ số là hàm của tọa độ, do 

vậy tìm nghiệm giải tích của chúng khó khăn về 

toán học. Đây là lý do chính tại sao còn ít các 

nghiên cứu bằng giải tích về chúng. Trong nghiên 

cứu này, phân tích ổn định của vỏ tròn xoay bằng 

vật liệu cơ tính biến thiên, chịu áp lực ngoài, trong 

môi trường nhiệt độ với trường hợp nhiệt độ tăng 

đồng đều được thực hiện bằng phương pháp giải 

tích. Mô hình vỏ tròn xoay được xét là mô hình tạo 

bởi cung tròn quay quanh trục nằm trong mặt phẳng 

của nó. Sự truyền nhiệt qua thành kết cấu chưa 

được xét đến. Sử dụng tiêu chuẩn cân bằng lân cận 

và tuyến tính hóa giới hạn ở đại lượng nhỏ bậc hai 

đã thiết lập được các phương trình ổn định của vỏ 

dựa trên lý thuyết vỏ cổ điển. Các phương trình thu 

được là hệ ba phương trình vi phân đạo hàm riêng 

tuyến tính có hệ số là hàm số đối với các thành 

phần chuyển vị. Các phương trình này được giải 

theo phương pháp Galerkin. Kết quả tính toán thu 

được biểu thức dạng hiển để xác định tải trọng uốn 

tới hạn. Phần tính toán số khảo sát ảnh hưởng của 

đặc tính vật liệu, các thông số kích thước hình học 

và nhiệt độ đến khả năng mất ổn định của vỏ. 

2. Các hệ thức cơ sở và phương trình ổn định 

của vỏ tròn xoay FGM 

2.1 Vật liệu composite cơ tính biến thiên (FGM) 

 Vật liệu FGM có thể có tính chất biến đổi liên tục 

theo một chiều, hai chiều hoặc ba chiều x, y, z. Tuy 

nhiên, ở đây ta chỉ xét loại vật liệu biến đổi theo một 

chiều từ mặt thuần gốm đến mặt thuần kim loại 

hoặc ngược lại. Tỷ lệ thể tích của các thành phần 

vật liệu được giả thiết biến đổi theo chiều dày h của 

thành kết cấu theo quy luật một hàm luỹ thừa của 

biến mô tả tọa độ theo phương chiều dày z. Theo 

quy luật này, tỷ lệ thể tích của các thành phần vật 

liệu biến thiên theo hàm sau: [1, 12, 18]. 

  

     
2

( )
2

k

c

z h
V z

h

 
  
 

, ( ) 1 ( )m cV z V z  , 
2 2

h h
z   ,                                    (1) 

 

trong đó: h là độ dày của kết cấu, k  là một số 

không âm được gọi là chỉ số tỷ lệ thể tích (volume 

fraction index), k có thể được chọn để tối ưu ứng xử 

của kết cấu; các chỉ số dưới c và m để chỉ thành 

phần gốm (ceramic) và kim loại (metal) tương ứng. 

Từ quy luật (1), rõ ràng giá trị 0k   tương ứng với 



KẾT CẤU - CÔNG NGHỆ XÂY DỰNG 

 

Tạp chí KHCN Xây dựng - số 2/2024                                                                                              17 

trường hợp kết cấu đồng nhất đẳng hướng được 

làm từ vật liệu gốm, 1k   là trường hợp các thành 

phần ceramic và kim loại phân bố tuyến tính qua 

chiều dày thành kết cấu; khi k  tăng thì tỷ lệ thể tích 

của thành phần gốm trong kết cấu giảm còn tỷ lệ 

thể tích của thành phần kim loại trong kết cấu tăng. 

Với k    cho ta trường hợp kết cấu đồng nhất 

đẳng hướng được làm từ vật liệu kim loại (hình 1). 

 
 
 

 

Hình 1. Mô hình kết cấu làm từ vật liệu FGM và sự biến đổi của tỷ lệ thể tích ceramic  

qua chiều dày thành kết cấu theo quy luật lũy thừa 

 

Các tính chất hiệu dụng effP của vật liệu có cơ 

tính biến thiên xác định theo quy tắc hỗn hợp sau 
đây. 

( ) Pr ( ) Pr ( )eff c c m mP z V z V z  ,      (2)    

trong đó: Pr là ký hiệu một tính chất cụ thể của 

vật liệu như mô đun đàn hồi E , hệ số dãn nở nhiệt 

 hoặc hệ số truyền nhiệt K . Khi thay (1) vào (2) ta 

nhận được biểu thức sau đây của các tính chất hiệu 

dụng: 

    
2

( ) Pr Pr  Pr
2

k

eff c m m

z h
P z

h

 
   

 
,     (3) 

Một cách cụ thể theo (3), mô đun đàn hồi E , 

mật độ ρ, hệ số dãn nở nhiệt   và hệ số truyền 

nhiệt K được giả thiết là thay đổi theo độ dày với 

quy luật phân bố hàm lũy thừa, trong khi giả thiết hệ 

số Poisson (ν) là hằng số: 

            
2

( ), ( ), ( ), ( ) , , , , , ,  
2

k

m m m m cm cm cm cm

z h
E z z z K z E K E K

h
     

 
   

 
,         (4)                                        

trong đó: cm c mE E E   ,  cm c m     ,   cm c mK K K  , ( )z const                         (5) 

Theo (1.4), khi chỉ số tỷ lệ thể tích 0k  , kết cấu là đồng nhất đẳng hướng ceramic và tỷ lệ thể tích của 

thành phần ceramic trong kết cấu giảm đi khi chỉ số k  tăng.  Hơn nữa, từ công thức (4) có thể thấy rằng:  

, ,m m mE E K K     tại mặt / 2z h   (bề mặt giàu kim loại) và  

, ,c c cE E K K     tại mặt / 2z h  (bề mặt giàu ceramic).  

 

2.2 Các hệ thức cơ sở của vỏ tròn xoay 

 Mô hình vỏ tròn xoay trong nghiên cứu 

Xét mô hình vỏ tròn xoay tạo bởi cung tròn 

có bán kính R, độ dày h, quay quanh trục nằm 

trong mặt phẳng của nó (hình 2), trong đó: 𝑎- 

khoảng cách từ đỉnh cung đến trục quay; 𝑅0 − 

khoảng cách từ điểm xét đến trục quay; 𝜑0 −  nửa 

góc chắn cung; 𝜑 −  góc chắn cung từ điểm xét 

đến xích đạo. 

Vỏ được làm bằng vật liệu cơ tính biến thiên, 

chịu áp lực ngoài, trong môi trường nhiệt độ với 

trường hợp nhiệt độ tăng đồng đều. 

Bề mặt thuần Kim loại 

 

x 

z 

h/2 

h/2 

Bề mặt thuần Ceramic 
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Hình 2. Mô hình vỏ tròn xoay tạo bởi cung tròn gần xích đạo quay quanh trục nằm trong mặt phẳng của nó 

 

 Quan hệ chuyển vị - biến dạng 

 Quan hệ phi tuyến chuyển vị - biến dạng theo lý 

thuyết độ võng lớn của Von Karman là [16-19]. 
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trong đó: 𝜀𝜑
0 , 𝜀𝜃

0,𝛾𝜑𝜃
0  là các thành phần biến dạng ở 

mặt trung bình của vỏ.  

Biến dạng tại điểm cách mặt trung bình một 

khoảng cách z là [16-19]. 

 

𝜀𝜑 = 𝜀𝜑
0 − 𝑧𝜒𝜑;      𝜀𝜃 = 𝜀𝜃

0 − 𝑧𝜒𝜃;     𝛾𝜑𝜃 = 𝛾𝜑𝜃
0 − 2𝑧𝜒𝜑𝜃  (8) 

  Liên hệ ứng suất – biến dạng, lực dãn, mômen 

Theo định luật Hooke, liên hệ ứng suất-biến dạng có xét đến các hiệu ứng nhiệt độ, các mômen và lực 

tổng hợp của vỏ tròn xoay được cho bởi công thức [13,18,19]: 

   

   

 

2 2

2 2

0
1 1

( )

0 ( )  
1 1

0
( )

0 0
2 1

E z E z

z
E z E z

T z

E z

 

 

 



   


  
 

 



 
 

         
       

        
        

      
  

 

 
 (9) 

   
2

2

, , , ,

h

h

N N N dz       



  ,    
2

2

, , , ,

h

h

M M M zdz       



  , 

 
 

(10) 

trong đó, α(z) là hệ số giãn nở nhiệt và T là hằng số biểu thị sự thay đổi của nhiệt độ môi trường từ 

trạng thái ban đầu không có ứng suất.  

Thay các liên hệ (6-9) vào (10), sau khi tích phân theo z ta được lực dãn và mômen. 

 

O 

 
0  

R 

a 

R 1 

0 

R 

O 

q 

  

a 

R 
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    0 01 2
12 2
, 

1 1

E E
N T       

 
    

 
 

    0 01 2
12 2
, 

1 1

E E
N T       

 
    

 
 

 
01 2

2 1 1

E E
N   

 
 

 
 

 
 

(11) 

    0 0 32
22 2
,

1 1

EE
M T       

 
    

 
 

    0 0 32
22 2
,

1 1

EE
M T       

 
    

 
 

 
0 32

2 1 1

EE
M   

 
 

 
 

 
 

(12) 

trong đó: 

2

1

2

(z)

h

h

E E dz



  , 

2

2

2

(z)

h

h

E zzE d



  , 

2
2

3

2

(z)

h

h

E z E dz



  và 

2

1

2

1

h

h

E T
T dz







 

 , 

2

2

2

1

h

h

zE T
T dz







 



được cho trong Phụ lục 1. 

2.3 Phương trình cân bằng 

 Theo lý thuyết vỏ Donnell, phương trình cân bằng của vỏ tròn xoay được cho bởi [13, 18, 19]. 

 0
0 0  

N N R
R R N N

 

 
  

  
   

  
 (13) 

0
0 2 0

NN R
R R N




  

 
  

  
 (14) 

 

2 2 2

0 0

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

2

0 0

2 2 2

0 0 1

1

1
2 0

2 1 2 1

1

M M MM R R M

R RR R R R R R

NR M R N
M M N N N q

RR R R R R

   

 
       

       

  
  

     
   

       

  
         

  

 
 
 

(15) 

trong đó:  0  1 cosa R   ;  0 0cos cosR R    ; 
1 0 / cosR R    

2.4 Trạng thái màng 

Bài toán đối xứng trục và không phụ thuộc vào góc 𝜃 và  𝑁𝜑
0 ≠ 0,𝑁𝜃

0 ≠ 0, còn 𝑁𝜑𝜃
0 = 0,𝑀𝑖𝑗 = 0.  Từ các 

phương trình (13), (14) và (15) có ba phương trình xác định lực màng. Giải hệ đó ta tìm được: 

0
0

1

2

12
0 0

2 2

cos
1 c

o

2
os

cos
1

2 c s 2 cos

T
qR

N
R








  


 
       

 



  

2
0 0 1

2 2

1 1 1

cos
1

2 2 cos 2 cos

TR R
N qR

R R R




  

 
     

 
 

0 0N   

 
 
 
 
 

(16) 

 

2.5 Phương trình ổn định 

 Giả thiết cung chắn gần đường xích đạo (góc    

) nhỏ. Để thiết lập các phương trình ổn định, ta sử 

dụng tiêu chuẩn tồn tại trạng thái cân bằng lân cận: 

 0 0

0  0  0   , , , ,  ij iju v w N M và 

 * * * 0 * 0 *

0  0  0 , , , ,ij ij ij iju u v v w w N N M M      

cùng thỏa mãn hệ phương trình (13-15). Thay vào hệ 
phương trình (13-15) rồi lấy hiệu được hệ ba phương 
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trình ổn định đối với các gia số 
* *,ij ijN M . Sau đó, thay 

lực dãn và mômen vào hệ ta được ba phương trình đối 

với ba ẩn 
* * *,  ,   u v w đồng thời thay 

0R  và 
1R  qua R , 

  sau đó dùng xấp xỉ giới hạn ở đại lượng nhỏ bậc hai: 

2
2 21 1

sin ,  cos 1 ,   1 ,   1
2 1 1

t t t t
t t


          

 
  

Cuối cùng ta thu được hệ các phương trình: 

 

* * *

1 11 12 13

* * *

2 21 22 23

* * *

3 31 32 33

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

A u A v A w

A u A v A w

A u A v A w

    

    

    

  (17) 

trong đó: Aij(i,j=1..3) được cho trong Phụ lục 2. 

3. Phân tích ổn định của vỏ tròn xoay  

Biểu thức xác định lực tới hạn: 

Giả sử vỏ tròn xoay tựa đơn tại 𝜑 = ±𝜑0. Khi đó điều kiện biên có thể biểu diễn như sau:  

𝑤∗ = 0,
𝜕2𝑤∗

𝜕𝜑2
= 0, 𝑢∗ = 0   tại 𝜑 = ±𝜑0 (18) 

Điều kiện (18) có thể thỏa mãn nếu 𝑢∗, 𝑣∗, 𝑤∗được biểu diễn bởi: 

 
* * *

0 0 0

sin cos ;   cos sin ;   sin sin
2 2 2

m n m n m n
u U v V w W

     

  
    (19) 

Thay (19) vào các phương trình (17), sau đó áp dụng phương pháp Bubnov – Galerkin, ta nhận được ba 

phương trình đối với (u, v, w) sau đây: 

𝐻11𝑈 + 𝐻12𝑉 + 𝐻13𝑊 = 0 (20) 

𝐻21𝑈 + 𝐻22𝑉 + 𝐻23𝑊 = 0 (21) 

𝐻31𝑈 + 𝐻32𝑉 + (𝐻33 + 𝐻34𝑞 + 𝐻35𝑇1)𝑊 = 0 (22) 

trong đó: Hij(i=1..3, j=1..5) được cho trong Phụ lục 3. 

Điều kiện để hệ ba phương trình (20), (21) và (22) có nghiệm không tầm thường là: 

|

𝐻11       𝐻12                               𝐻13
𝐻21      𝐻22                               𝐻23

𝐻31          𝐻32              𝐻33 +   𝐻34𝑞 +   𝐻35  𝑇1

| = 0 (23)  

 

 

Từ đó suy ra biểu thức xác định lực tới hạn: 

 33 35

34

1
cr

H H T
q

H
 


 (24) 

Cần lưu ý rằng phương trình (24) là biểu thức 

hiển dùng để xác định tải trọng tới hạn qcr và phân 

tích hiện tượng mất ổn định của vỏ tròn xoay FGM 

cụt chịu tải trọng áp lực đều. Tải trọng qcr vẫn phụ 

thuộc vào giá trị của m và n, do đó phải cực tiểu hóa 

các biểu thức này đối với m và n, từ đó thu được 

các giá trị tới hạn của qcr. 

4. Kết quả tính toán số 

4.1 So sánh với kết quả cho nửa cầu FGM chịu 

áp lực ngoài 

 Xét trường hợp nửa cầu FGM có R=2m, k=1, 

T=0. Hỗn hợp vật liệu cấu thành vỏ gồm: 

Aluminum (
9 270.10 / )mE N m  và Alumina (

9 2380.10 /cE N m ). Hệ số Poisson được chọn là 

0.3  . Kết quả so sánh khi cho độ dày của vỏ 

thay đổi thể hiện trong Bảng 1. 

 
Bảng 1. So sánh với nửa cầu FGM khi R/h thay đổi 

R/h 120 150 200 250 300 

qcr 1.85E+07 1.17E+07 6.65E+06 4.25E+06 2.95E+06 
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qcr 
( nửa cầu) 

1.74E+07 1.11E+07 6.25E+06 4.00E+06 2.78E+06 

% 6.59 5.20 6.44 6.37 6.33 

 

Kết quả so sánh cho thấy sai số là chấp nhận được, qua đó khẳng định độ tin cậy trong các tính toán. 

4.2 Ảnh hưởng của tỷ số R/h và k đến giá trị của lực tới hạn 

 
Bảng 2. Giá trị của lực tới hạn khi k thay đổi 

k 0 0.5 1 5 10 

qcr 8.47E+08 4.32E+08 2.81E+08 1.50E+08 1.39E+08 

[m,n] [1,16] [1,16] [1,16] [1,15] [1,14] 

 

 
Hình 3. Giá trị của lực tới hạn khi R/h và k thay đổi 

 
Xét trường hợp vỏ tròn xoay FGM với 

01.5 ,   
6

a m


  , T=300K. Kết quả thể hiện 

như trong bảng 2 và trong hình 3. Qua kết quả tính 
toán minh họa cho thấy, khi tăng giá trị của k, giá trị 
của lực tới hạn giảm đi, điều này hoàn toàn phù hợp 
với thực tế vì khi tăng giá trị của k, tỉ phần thể tích 
của gốm trong vỏ giảm đi, tỉ phần thể tích của kim 
loại tăng lên làm cho vỏ mềm hơn, dễ mất ổn định 
hơn. Thêm nữa, từ hình 3 cho thấy, khi tăng tỉ số 
R/h thì tải tới hạn giảm đi, nguyên nhân khi tăng tỉ 
số R/h (với R không đổi) thì h giảm, vỏ mỏng hơn, 
dễ mất ổn định hơn. 

4.3 Ảnh hưởng của nhiệt độ đến giá trị của lực 

tới hạn 

Xét trường hợp vỏ tròn xoay FGM với 

01,5 ,  / 150,  / 6a m R h      và k=1. Kết quả 

thể hiện trong Bảng 3. Từ bảng 3 có thể thấy, khi 

tăng nhiệt độ, tải tới hạn giảm đi, điều này là phù 

hợp vì khi tăng nhiệt độ, do hiệu ứng nhiệt trong vỏ 

làm cho vỏ mềm đi, dễ mất ổn định hơn. 

 
Bảng 3. Giá trị của lực tới hạn khi nhiệt độ thay đổi 

T(K) 0 300 400 500 600 

qcr 5.07E+09 
 

2.81E+08 2.50E+08 
 

2.35E+08 
 

2.26E+08 
 

[m,n] [1,16] [1,16] [1,16] [1,15] [1,15] 
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4.4 Ảnh hưởng của a đến giá trị của lực tới hạn 

Xét trường hợp vỏ tròn xoay FGM với 

01, 0.02 ,  / 6k h m     , T=300K. Ảnh hưởng 

của a tới tải tới hạn được thể hiện trong bảng 4. Từ 

bảng 4 có thể thấy, khi tăng a giá trị tải tới hạn 

giảm.

 
Bảng 4. Giá trị của lực tới hạn khi a thay đổi 

a 2 2.5 5 8 12 

qcr 1.08E+07 6.91E+06 1.73E+06 6.74E+05 3.00E+05 

[m,n] [1,35] [1,39] [1,55] [1,69] [1,85] 

 

4.5 Ảnh hưởng của
0    đến giá trị của lực tới hạn 

Xét trường hợp vỏ tròn xoay FGM với 

2 ,  1, / 150a m k R h   , T=300K. Bảng 5 

trình bày ảnh hưởng của
0    đến giá trị của lực 

tới hạn.  Khi 
0 giảm, giá trị tải tới hạn tăng 

lên. 

 

Bảng 5. Giá trị của lực tới hạn khi  
0  thay đổi 

qcr 5.96E+07 2.64E+08 1.27E+09 3.94E+09 1.98E+10

[m,n] [1,23]      [1,16] [1,10] [1,8] [1,5]

0
 

 

 

 

 

 

 

 2

 

  

 
 

5. Kết luận 

Nghiên cứu đã xây dựng các phương trình cơ 

bản cho bài toán ổn định tuyến tính của vỏ tròn xoay 

làm bằng vật liệu FGM với xấp xỉ giới hạn ở đại 

lượng nhỏ bậc hai. Mô hình vỏ được xét trong 

nghiên cứu tạo bởi cung tròn quay quanh trục nằm 

trong mặt phẳng của nó, tựa đơn, chịu áp lực ngoài 

trong môi trường nhiệt độ với trường hợp nhiệt độ 

tăng đồng đều. Hệ các phương trình ổn định thu 

được là hệ các phương trình đạo hàm riêng có hệ 

số là các hàm số nên khó khăn về mặt toán học để 

giải hệ. Bài báo đã khắc phục khó khăn đó bằng 

phương pháp Bubnov – Galerkin. Đã tìm được biểu 

thức hiển cho phép xác định lực tới hạn của vỏ. 

Qua kết quả khảo sát số cho bài toán ổn định của 

vỏ tròn xoay chịu áp lực đều trong môi trường nhiệt 

độ, có thể rút ra một số kết luận như sau: 

- Với vỏ có cùng kích thước thì sự thay đổi của 

tỷ phần vật liệu cấu thành vỏ ảnh hưởng lớn tới sự 

ổn định của vỏ. Hệ số k càng lớn hay độ cứng của 

vật liệu càng giảm, lực tới hạn qcr càng nhỏ, vỏ càng 

dễ mất ổn định; 

- Với vỏ có cùng tính chất thì sự biến thiên của 

tỷ số R/h (độ dày, mỏng của vỏ) ảnh hưởng tới sự 

ổn định của vỏ. Tỷ số R/h càng lớn hay vỏ càng 

mỏng, lực tới hạn qcr càng nhỏ, vỏ càng dễ mất ổn 

định; 

- Với vỏ có cùng tính chất, cùng độ dày và 

cùng góc chắn cung 
0  thì sự biến thiên khoảng 

cách từ đỉnh cung đến trục quay (a) ảnh hưởng tới 

sự ổn định của vỏ. Khoảng cách a càng lớn, lực tới 

hạn qcr càng nhỏ, vỏ càng dễ mất ổn định; 

- Với vỏ có cùng tính chất thì sự biến thiên của 

góc chắn cung 
0  ảnh hưởng lớn tới sự ổn định 

của vỏ, 
0   càng nhỏ, lực tới hạn qcr càng lớn, vỏ 

càng ổn định; 

- Với vỏ có cùng tính chất thì nhiệt độ ảnh 

hưởng tới sự ổn định của vỏ. Độ tăng nhiệt đều T 

càng lớn lực tới hạn qcr càng nhỏ, vỏ càng dễ mất 

ổn định. 
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0 0 0,  1/ 2a cos b   . 

Phụ lục 3 
 

𝐻11 = (2𝑚2 2 − 3)𝜑0
2[( − 𝜈)𝑏0𝛽𝑛

2 − 2𝑎0
2𝑏0𝛼𝑚

2 − 2𝑎0(𝜈𝑎0𝑏0 +  )] +  𝑚 𝜑0𝑎0
2𝛼𝑚

−  𝑚2 2𝑎0[2𝑎0
2𝛼𝑚

2 + ( − 𝜈)𝛽𝑛
2 + 2𝜈𝑎0] 

𝐻12 = −3𝑚 𝑎0𝛽𝑛[(3 − 𝜈)𝜑0 + 2𝑚 ( + 𝜈)𝑎0𝛼𝑚] 
𝐻13 = 0 

𝐻21 = −3𝑚 𝑎0𝛽𝑛[2𝑚 ( + 𝜈)𝛼𝑚 + (3 − 𝜈)𝜑0] 
𝐻22 = (2𝑚2 2 + 3)𝜑0

2[2𝑏0𝛽𝑛
2 − ( − 𝜈)𝑎0𝑏0𝛼𝑚

2 + 2𝑎0𝑏0 + 𝜈 −  ] +  𝑚2 2[2 − 2𝛽𝑛
2 − ( − 𝜈)𝑎0𝛼𝑚

2 ]
− 3𝑚 ( − 𝜈)𝜑0𝑎0𝛼𝑚 

𝐻23 = 0 

𝐻31 = 0 

𝐻32 = 0 

      2 2 2 2 2 2 2 2

33 1 0 0 0 0 0 0 0 04 2 3 1 1 3 2 1H E R a m b a a m a a a           
 

 

+2𝐸2𝑅𝑎0

{
 
 

 
 
(2𝑚2 2 − 3)𝜑0

2 {
𝑎0( − 𝑎0) [

𝜈𝑏0(5𝑎0 −  𝑏0 +  𝑎0𝑏0) −  𝜈𝑏0
2( − 𝑎0) − 2(2𝜈 −  )𝑏0

−( − 𝜈)(𝑎0 − 2)𝑏0
]

−2𝑏0𝛽𝑛
2[2( + 𝜈𝑎0) +  − 𝑎0] − 2𝜈𝑎0

2𝑏0𝛼𝑚
2 ( − 𝑎0)

}

− 𝑚 𝜑0𝑎0
2𝛼𝑚[𝑎0 + 𝜈 + 2𝜈𝑏0( − 𝑎0)] +  𝑚2 2𝑎0 [

𝑎0( − 𝑎0)(2𝜈𝑏0 + 𝜈 −  )

+2𝛽𝑛
2( + 𝜈𝑎0) + 2𝑎0

2𝛼𝑚
2 (𝑎0 + 𝜈)

]
}
 
 

 
 

 

−2𝐸3

{
 
 

 
 (2𝑚2 2 − 3)𝜑0

2 {
𝑎0𝛽𝑛

2[(𝜈 − 3)𝑏0(𝑎0 − 3) + 𝜈 − 5] + 𝑎0
3𝛼𝑚

2 [ + ( + 𝜈)𝑏0(𝑎0 −  )]

− 𝑏0𝛽𝑛
4 −  𝑎0

2𝑏0𝛼𝑚
2 𝛽𝑛

2 }

−3𝑚 𝜑0𝑎0
2𝛼𝑚[𝑎0(𝜈𝑎0 − 2) + (𝜈 − 3)𝛽𝑛

2 + 2𝑎0
2𝛼𝑚

2 ] +  𝑚2 2𝑎0 [

𝛽𝑛
4 + ( + 𝜈)𝑎0

3𝛼𝑚
2 +

(𝜈 − 3)𝑎0𝛽𝑛
2 + 𝑎0

4𝛼𝑚
4

+2𝑎0
2𝛼𝑚

2 𝛽𝑛
2

]

}
 
 

 
 

 

𝐻34 = ( − 𝜈2)𝑅3 {
(2𝑚2 2 − 3)𝜑0

2 {
𝑎0
3𝛼𝑚

2 {[𝑎0 − 𝑏0( − 𝑎0)]( − 𝑎0)
2 + 𝑏0( − 𝑎0)}

−𝑎0
3𝛽𝑛

2[( − 𝑎0)
2 + 2𝑏0(2 − 𝑎0)]

}

+ 𝑚2 2𝑎0
4[𝑎0

2𝛼𝑚
2 + 𝛽𝑛

2(2 − 𝑎0)]

} 

            2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

35 2 2

cos 6cos 6 2 cos 6cos 6 3cos1

576

Rn m
H

m

         



    
  

ở đó: 𝛼𝑚 =
𝑚𝜋

𝜑0
, 𝛽𝑛 =

𝑛

2
.  

 
 


