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Tóm tắt: Bài báo trình bày hai mô hình liên kết 

nửa cứng được dùng phổ biến trong phân tích ứng 

xử khung thép liên kết nửa cứng phi tuyến chịu tải 

trọng động đó là mô hình Richard - Abbott và mô 

hình Lui - Chen. So sánh đường cong quan hệ mô 

men và góc xoay của cùng một liên kết theo mô 

hình Richard - Abbott và mô hình Lui - Chen. Đề 

xuất thuật toán cập nhật độ cứng liên kết để tính 

toán khung thép liên kết nửa cứng phi tuyến. Thuật 

toán đề xuất đã được kiểm chứng bằng cách so 

sánh kết quả tính khung thép liên kết nửa cứng 

tuyến tính bằng chương trình tính ASSF bằng ngôn 

ngữ Mathlab do nhóm tác giả lập với phần mềm 

SAP 2000. Đưa ra thí dụ tính toán khung thép liên 

kết nửa cứng phi tuyến chịu tải trọng động và so 

sánh kết quả tính toán giữa hai mô hình Richard - 

Abbott và mô hình Lui - Chen và đưa ra nhận xét và 

kiến nghị.  

Từ khóa: Khung thép, liên kết nửa cứng, mô 

hình Richard - Abbott, mô hình Lui - Chen, tải trọng 

động. 

Abstract: This article presents two semi - rigid 

connection models commonly used in behavior 

analysis of semi - rigid connection steel frames 

subjected to dynamic loads that is the Richard - 

Abbott model and the Lui - Chen model. Compare 

the moment and rotation relationship curves of the 

same connection according to the Richard - Abbott 

model and the Lui - Chen model. Propose an 

algorithm to update the stiffness connection to 

calculate nonlinear semi - rigid connection steel 

frames. The proposed algorithm is also verified by 

comparing the results of calculating the semi-rigid 

linear steel frame using the ASSF calculation 

program in Mathlab, which created by the authors, 

with SAP 2000 software. Provide an example of 

calculation of a nonlinear semi - rigid connected 

steel frame subjected to dynamic loads and 

compare the calculation results between the 

Richard - Abbott model and the Lui - Chen model 

and give comments and recommendations. 

Keywords: Steel frame, semi - rigid connection, 

Richard - Abbott model, Lui - Chen model, dynamic 

loads. 

1. Đặt vấn đề  

Trong thiết kế kết cấu thép truyền thống, một 

cách gần đúng và đơn giản khi phân tích nội lực và 

chuyển vị khung thép, thường giả thiết liên kết giữa 

dầm và cột là liên kết cứng hoặc liên kết khớp lý 

tưởng. Tuy nhiên, trường hợp mô hình được coi là 

cứng, nhưng thực tế trong liên kết đó vẫn có độ đàn 

hồi nhất định do biến dạng của các phần tử được 

liên kết và biến dạng cục bộ của các phân tố nối 

như bulông, tấm nối... Qua kết quả của nhiều 

nghiên cứu thực nghiệm và sự làm việc thực tế của 

kết cấu, thấy rằng liên kết giữa dầm và cột trong kết 

cấu thép bằng liên kết bu lông và ngay cả liên kết 

hàn đều có độ đàn hồi nhất định. Vì vậy mô hình 

liên kết nửa cứng cần được đưa vào để tính khung. 

Khi giả thiết là liên kết cứng, đã bỏ qua độ đàn 

hồi của liên kết, thông thường các chuyển vị tính 

toán của khung đều nhỏ hơn thực tế, trái lại nội lực 

của các tiết diện gần nút thường có giá trị lớn hơn, 

do đó tiết diện dầm và kích thước liên kết cũng lớn 

hơn so với yêu cầu. Khi giả thiết liên kết cứng để 

tính khung, mô men lớn nhất trong dầm thường là 

mô men gối, nhưng nếu xét đến độ đàn hồi của liên 

kết tất sẽ có sự phân bố lại mô men trong dầm: liên 
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kết nửa cứng sẽ làm cân bằng mô men tại gối và 

mô men ở giữa nhịp. Ngược lại trong trường hợp 

dầm liên kết khớp với cột, mô men lớn nhất trong 

dầm xuất hiện tại giữa nhịp và mô men gối bằng 

không, nhưng nếu sử dụng liên kết nửa cứng sẽ có 

tác dụng cân bằng được mô men giữa gối và nhịp. 

Nói cách khác: mô men lớn nhất trong dầm đã giảm 

đi. Vì thế việc sử dụng liên kết nửa cứng có khả 

năng làm giảm trọng lượng của toàn bộ khung, chủ 

yếu là do đã giảm được kích thước của dầm. 

Để mô tả đặc điểm ứng xử phi tuyến giữa quan 

hệ mô men - góc xoay liên kết nửa cứng, có hai mô 

hình phổ biến là mô hình dạng đường cong và mô 

hình dạng đa tuyến [1], [2]. Mô hình dạng đường 

cong tiêu biểu như: mô hình Richard - Abbott, mô 

hình Lui - Chen, mô hình Frye - Morris [3],... Mô 

hình đa tuyến tiêu biểu như: mô hình hai đường 

thẳng, mô hình ba đường thẳng, mô hình đa 

tuyến,... Nhiều mô hình để phân tích liên kết nửa 

cứng đã được xây dựng trên cơ sở xử lý các kết 

quả thí nghiệm, trong đó có hai mô hình phổ biến 

thường được sử dụng để phân tích khung thép liên 

kết nửa cứng phi tuyến cần xét đến là mô hình 

Richard – Abbott, được sử dụng trong các tài liệu 

như [4, 5, 6, 7] và mô hình Lui - Chen được sử 

dụng trong các tài liệu như [4, 5, 8]. Mô hình Lui - 

Chen được đánh giá có mức độ đáp ứng mô hình 

phi tuyến của liên kết tốt hơn mô hình Richard - 

Abbott [2], tuy nhiên cả hai mô hình đều thường 

được nêu ra trong các tài liệu chuyên khảo về tính 

toán kết cấu khung thép có liên kết nửa cứng nên 

độc giả sẽ có những băn khoăn về ứng xử giữa hai 

mô hình liên kết cũng như sẽ chọn mô hình liên kết 

nào để tính toán, nghiên cứu. 

Để có những so sánh, nhận xét trong tính toán 

khung thép có liên kết nửa cứng giữa hai mô hình 

liên kết Richard - Abbott và Lui - Chen, cũng như trả 

lời cho câu hỏi sẽ lựa chọn mô hình liên kết nào, 

bài báo này trình bày và thực hiện phương pháp 

tính toán kết cấu khung thép liên kết nửa cứng theo 

mô hình Richard – Abbott khi chịu tải trọng động để 

so sánh với kết quả tính toán khung thép liên kết 

nửa cứng chịu tải trọng động theo mô hình Lui – 

Chen được tác giả Quang, N. H trình bày trong [9]. 

Độ tin cậy của thuật toán đề xuất đã được so sánh 

kiểm chứng với phần mềm SAP 2000 trong trường 

hợp khung thép liên kết nửa cứng đàn hồi tuyến 

tính chịu tải trọng động. 

2. Mô hình quan hệ mô men và góc xoay liên kết 

nửa cứng  

2.1 Mô hình Richard - Abbott 

Mô hình bốn tham số được Richard và Abbott 

(1975) [4] đề xuất. Mô men của liên kết được xác 

định như sau: 
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trong đó: 

k là độ cứng ban đầu của liên kết; 

pk là độ cứng khi biến dạng của liên kết; 

0M  là giá trị mô men ban đầu tham chiếu; 

n  là tham số xác định độ nét của đường cong; 
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Hình 1. Các thuộc tính theo mô hình Richard - Abbott [4] 

 

Mô hình Richard - Abbott (1975) còn được gọi 

là mô hình bốn tham số vì để xác định được giá trị 

mô men thì chỉ cần xác định bốn tham số là: độ 

cứng ban đầu của liên kết; độ cứng khi biến dạng 

của liên kết; giá trị mô men ban đầu tham chiếu và 

tham số xác định độ nét của đường cong, các thuộc 

tính của mô hình trên Hình 1. 

2.2 Mô hình Lui - Chen 

Lui - Chen (1986, 1988) [4] đề xuất mô hình 
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hàm mũ được gọi là mô hình hàm mũ Chen - Lui. 

Mô men của liên kết được xác định như sau: 
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Độ cứng tiếp tuyến của liên kết:  

 
1

exp
2 2

r r

n
j r

r kf

jr

CdM
k R

d j j
 



  

 
   

 
 (4) 

Độ cứng ban đầu của liên kết được xác định 

như sau: 
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trong đó: 

M là mô men trong liên kết; 

c là giá trị tuyệt đối của góc xoay trong liên 

kết; 

0M  là mô men ban đầu trong liên kết; 

kfR  là độ cứng biến dạng - cứng lại (củng cố, 

hoá cứng) của liên kết cũng có thể gọi là độ cứng 

tăng cứng; 

  là hệ số tỷ lệ; 

jC  là hệ số điều chỉnh đường cong (curve - 

fitting) được xác định bằng phương pháp hồi quy; 

n  là số lượng số hạng được xem xét khi hiệu 

chỉnh đường cong hàm mũ, thông thường n = 6, 

tương ứng j = 1  6 [4]. 

Giá trị các hệ số 
0M , kfR ,  , jC , n  được 

xác định theo cấu tạo của từng loại liên kết, các giá 

trị này xem trong các sổ tay, tài liệu kỹ thuật tương 

ứng, điển hình như [10]. 

2.3 So sánh mô hình liên kết phi tuyến Richard - 

Abbott và mô hình Lui - Chen 

Liên kết giữa dầm với cột được tính toán ứng 

với số liệu của mô hình Richard - Abbott (k = 21000 

kip - in/rad; kp = 1200 kip - in/rad; M0 = 140 kip - in, 

n = 1,8; nếu tính với mô hình Lui - Chen có 

1 1,43C   ; 2 75,0C   ; 3 171,0C  ; 4 98,5C  ; 

5 341,8C   ; 6 282,2C  ; 0,00055  ; 

1286kfR  ; 0 0M   (các số liệu của liên kết phù 

hợp đơn vị kips - in) [4]. Quan hệ giữa mô men - 

góc xoay của cả hai mô hình được thể hiện trên 

Hình 2. 

   

 

Hình 2. Quan hệ mô men - góc xoay theo mô hình Richard - Abbott và mô hình Lui - Chen 

 

3. Giải hệ phương trình vi phân 

Theo phương pháp phần tử hữu hạn, phương 

trình dao động của kết cấu như sau [4]: 

   
tMu Cu Ku P                              (6) 

trong đó:   

M là ma trận khối lượng; 

C là ma trận cản; 

K là ma độ cứng; 
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tP  là véc tơ tải trọng nút quy đổi; 

, ,u u u  lần lượt là véc tơ chuyển vị, vận tốc và 

gia tốc của các nút khung. 

Hệ phương trình (6) là hệ phương trình vi phân 

phi tuyến, các hệ số M , C , K  phụ thuộc vào độ 

cứng của liên kết, mà độ cứng của liên kết phụ 

thuộc vào quan hệ giữa mô men và góc xoay của 

liên kết. 

4. Sơ đồ thuật toán cập nhật độ cứng của liên 

kết nửa cứng theo mô hình Richart - Abbott  

Cập nhật độ cứng của liên kết là một bước 

quan trọng trong việc tích phân hệ phương trình vi 

phân phi tuyến của khung thép có liên kết nửa cứng. 

Trong quá trình chịu tải trọng thay đổi lặp. Quan hệ 

giữa mô men và góc xoay trải qua các giai đoạn 

như sau: quá trình tăng mô men và quá trình giảm 

mô men. Việc cập nhật độ cứng của liên kết được 

thực hiện như Hình 3. 
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Hình 3. Sơ đồ khối cập nhật độ cứng của liên kết theo mô hình Richart - Abbott  

 

Sau mỗi bước thời gian tính toán thì phải cập 

nhật lại độ cứng của từng liên kết. Khi cập nhật cho 

mỗi một liên kết thì phải đưa vào chương trình con 

giá trị mô men và góc xoay của liên kết ở ba bước 

thời gian tính là 
1i 
, 

i  và 
1i 
 để nhằm mục đích 

xác định quá trình tăng hoặc giảm của quan hệ mô 

men, góc xoay. 

5. Ví dụ tính toán 

 Xét khung hai tầng một nhịp, các phần tử dầm 

và cột được làm bằng thép A36 có mô đun đàn hồi 

E = 20000 kN/cm2. Tiết diện của các dầm và cột 

đều là W5x16, kích thước của các dầm, cột là thép 

như trên Hình 4a, các nút đều có khối lượng là m = 

0,04 kN.s2/cm [4]. 

Liên kết giữa cột với móng là khớp, liên kết 

giữa cột với cột là cứng. 

Liên kết giữa dầm với cột được tính toán ứng 

với số liệu của mô hình Richard - Abbott (k = 21000 

kip - in/rad; kp = 1200 kip - in/rad; M0 = 140 kip - in, 

n = 1,8; các số liệu của liên kết phù hợp đơn vị kips 

- in). Quan hệ giữa mô men - góc xoay của các liên 

kết 1, 2, 3, 4  sau khi quy đổi đơn vị kN.cm - rad 

được thể hiện như Hình 4b [4]. Liên kết giữa dầm 

với cột được tính toán ứng với số liệu của mô hình 
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Lui - Chen có 1 1,43C   ; 2 75,0C   ; 

3 171,0C  ; 4 98,5C  ; 5 341,8C   ; 

6 282,2C  ; 0,00055  ; 1286kfR  ; 0 0M    

(các số liệu của liên kết phù hợp đơn vị kips - in). 

Các tham số trong hai mô hình được xác định với 

dạng liên kết gồm một thép góc ½ in liên kết cánh 

trên và một thép góc ½ in liên kết cánh dưới của 

dầm, chi tiết liên kết trong [4, 11]. 

Tải trọng tác dụng thay đổi theo thời gian như 

trong Hình 4c. 

5

2
4
6

0

-4
-6

0.01 0.02 0.03 0.04
0

0

Góc xoay (rad)

t (s)

2000

M
ô
 m

e
n
 M

 (
k
N

.c
m

)

1500

1000

500

b) Quan hÖ M« men - gãc xoay cña liªn kÕt

a) S¬ ®å khung

T
¶
i 
tr

ä
n
g
 P

 (
k
N

)TÊt c¶ c¸c phÈn tö lµ W5x16

Liªn kÕt 3

1 3

2 4

c) LÞch sö thêi gian cña t¶i träng

1 2 3 4 6

u1

u

2P

P

1 3

2 4

 

Hình 4. Sơ đồ tính của khung 

 

Thực hiện khảo sát so sánh kết quả của phần 

mềm ASSF do nhóm tác giả lập và phần mềm SAP 

2000 với trường hợp P = 2 kN, độ cứng của các 

liên kết dầm - cột theo mô hình đàn hồi tuyến tính 

0 234042,9( . / )k kN cm rad  ta có kết quả như trên 

Hình 5. 
 

 
a. Chuyển vị đỉnh u - thời gian 

 
b. Mô men ở liên kết 3 - thời gian 

Hình 5. Liên kết nửa cứng theo mô hình đàn hồi tuyến tính tải trọng động 

Từ kết quả tính toán trên cho thấy phần mềm 

ASSF nhóm tác giả lập ra là đáng tin cậy, có thể 

sử dụng để khảo sát cho trường hợp liên kết dầm 

- cột là liên kết nửa cứng theo mô hình Richard - 

Abbott và mô hình Chen - Lui chịu tải trọng động. 

Kết quả tính toán khung thép có liên kết nửa cứng 

với cả hai mô hình được thể hiện ở các hình vẽ 

dưới đây: 
 

 
a. Chuyển vị đỉnh – thời gian 

 
b. Mô men ở liên kết 3  - thời gian 

Hình 6. So sánh khi kết cấu chịu tải trọng động theo 3 mô hình liên kết 
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Từ kết quả tính toán được thể hiện trong 

Hình 6a cho thấy biên độ dao động của chuyển 

vị đỉnh khi tính theo mô hình đàn hồi tuyến tính 

lớn hơn nhiều so với khi tính theo mô hình Lui - 

Chen và Richard - Abbott, đồng thời giá trị mô 

men ở liên kết 3 trên Hình 6b cũng lớn hơn 

nhiều so với khi tính theo mô hình đàn hồi tuyến 

tính. 
 

 
a. Gia tốc nút 1 – thời gian 

 
b. Gia tốc nút 2 - thời gian 

Hình 7. So sánh về gia tốc khi kết cấu chịu tải trọng động 

 

Từ kết quả tính toán thể hiện trong Hình 7 và 

Hình 8 cũng cho thấy biên độ dao động của các gia 

tốc ở nút, lực cắt của các cột khi tính theo mô hình 

Lui - Chen và mô hình Richard - Abbott nhỏ hơn 

nhiều so với khi tính toán theo mô hình đàn hồi 

tuyến tính. 

 

 
a. Lực cắt cột 1 - thời gian 

 
b. Lực cắt cột 2 - thời gian 

Hình 8. So sánh về lực cắt khi kết cấu chịu tải trọng động 

 
a. Liên kết 1 

 
c. Liên kết 2 

Hình 9. Quan hệ giữa mô men và góc xoay của các liên kết trường hợp tải trọng động 

  

Từ Hình 9 độ cứng của liên kết thay đổi trong 

quá trình dao động. Trong mỗi chu kỳ dao động, giá 

trị độ cứng của liên kết đạt tới giá trị độ cứng ban 

đầu 0 234042,9( . / )k kN cm rad  là một nửa chu kỳ. 

6. Nhận xét và kết luận  

 Khung thép liên kết nửa cứng phi tuyến đã 

được tính toán với 3 mô hình, một mô hình liên kết 

đàn hồi tuyến tính và hai mô hình liên kết phi tuyến 

là mô hình Richard - Abbott và mô hình Lui - Chen. 

 Độ tin cậy của thuật toán đề xuất đã được kiểm 

chứng giữa khung thép liên kết nửa cứng đàn hồi 

tuyến tính chương trình tính ASSF do nhóm tác giả 

lập với phần mềm SAP cho kết quả gần như trùng 

nhau (Hình 5).  
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 Dạng liên kết nửa cứng phi tuyến khảo sát 

trong ví dụ của bài báo có tương quan M  ở 

mức độ trung gian giữa dạng liên kết cứng và liên 

kết khớp [10], kết quả tính toán cho thấy với dạng 

liên kết nửa cứng phi tuyến khảo sát tính toán theo 

mô hình liên kết Richard - Abbott và Lui - Chen là 

như nhau (Hình 2). Do vậy khi phân tích nội lực 

chuyển vị sẽ cho kết quả giống nhau; khi nghiên 

cứu hoặc tính toán với dạng liên kết như đã khảo 

sát thì chỉ cần chọn một trong hai mô hình đã nêu. 

 Qua phân tích và tính toán trên cũng nhận thấy 

rằng việc tính toán khung thép liên kết nửa cứng 

theo mô hình đàn hồi tuyến tính đơn giản hơn nhiều 

so với việc tính toán khung thép nửa cứng mô hình 

phi tuyến, nhưng việc phân tích khung thép liên kết 

nửa cứng chịu tải trọng động theo mô hình phi 

tuyến phản ánh sát hơn sự làm việc thực tế của 

khung so với mô hình tính. 
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