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Tóm tắt: Bài báo trình bày bài toán dầm trên nền 
đàn hồi bằng phương pháp phần tử biên. Hệ phương 
trình giải được xác định từ nghiệm phương trình vi 
phân dầm trên nền đàn hồi Winkler. Từ đó đưa ra 
trình tự và thực hiện tính nội lực và chuyển vị hệ dầm 
theo phương pháp phần tử biên.  

Từ khóa: Dầm trên nền đàn hồi, mô hình Winkler, 
phương pháp phần tử biên. 

Abstract: This paper is to presents the solution of 
beams on elastic foundation using boundary element 
method. Based on Winkler foundation, the deflection 
of the beam is solution of four-order differential 
equation. Then the internal forces and displacements 
of the beam system are calculated by using boundary 
element method. 

Key: Beam on elastic foundation, Boundary 
element method (BEM), Winkler foundation. 

1.    Đặt vấn đề  

Mô hình dầm trên nền đàn hồi là một mô hình 
tương đối phức tạp được xây dựng trên cơ sở tương 
tác giữa đất nền và dầm [9,11]. Việc tìm nghiệm giải 
tích tường minh cho dầm trên nền đàn hồi chỉ có thể 
áp dụng cho trường hợp đơn giản. Các hàm nội lực 
và chuyển vị của dầm trên nền đàn hồi có thể xác 
định theo phương pháp giải tích số là phương pháp 
phần tử biên (Boundary Element Method) [6,8]. 
Phương pháp phần tử biên [7] được xây dựng trên 
cơ sở rời rạc hóa vật thể tại các biên hình học, trạng 
thái ứng suất biến dạng bên trong phần tử được xác 
định theo phương trình tích phân từ biên tới điểm 
đang xét. Về mặt toán học, phương pháp phần tử 
biên có ưu điểm phương trình giải được là được xây 
dựng trên cơ sở dạng mạnh (strong form) so với các 
phương pháp số khác như phần tử hữu hạn [10] hay 
sai phân được xây dựng trên cơ sở dạng yếu (weak 
form). Tuy nhiên quá trình giải bài toán bằng phương 
pháp phần tử biên phức tạp hơn các phương pháp 

khác do cần thực hiện một số thủ thuật toán học để 
xây dựng phương trình đại số xác định các thông số 
biên. Bài báo dưới đây sẽ trình bày nội dung chi tiết 
cách tính nội lực và chuyển vị trong hệ dầm trên nền 
đàn hồi theo phương pháp phần tử biên.  

2. Cơ sở lý thuyết tính nội lực và chuyển vị dầm 
trên nền đàn hồi mô hình Winkler bằng phương 
pháp phần tử biên  

2.1 Phương trình vi phân đường đàn hồi theo mô 
hình Winkler [1,5] 

  
Hình 1. Dầm trên nền đàn hồi theo mô hình Winkler  

 
Phương trình vi phân liên hệ hàm chuyển vị y(x) 

dọc theo trục x và tải trọng q(x) dầm trên nền đàn hồi 
(hình 1) theo mô hình nền một thông số Winkler có 
dạng:  

     
EI

IV 4 q x
y x + 4α y x =    ;   

4EI
4

kα =       (1) 

 Với: EI là độ cứng chịu uốn của mặt cắt ngang; k 
là hệ số nền;  

2.2 Thiết lập hàm nội lực và chuyển vị   

Hàm chuyển vị được xác định nghiệm phương 
trình vi phân thuần nhất [3] và nghiệm riêng là hàm 
của tải trọng tác dụng q(x). Để biểu diễn tính gián 
đoạn của hàm tải trọng sử dụng hàm [12] delta Dirac 
– δ và hàm đơn vị Heviside – H và quy ước dấu “+” 
như sau: 
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   +

0, khi x a 0, khi x a
x - a = ;H x - a =

x - a, khi x > a 1, khi x > a

   
 
                                                   

(2) 

Hàm tải trọng được biểu diễn dưới dạng: 
               y p M q1 q2q x = Pδ x - x +Mδ x - x + q H x - x - H x - x                          

(3) 

Nghiệm của hàm chuyển vị và các đạo hàm được xác định phụ thuộc vào các thông số ban đầu và tải trọng 
tác dụng như sau: 

 
 
 

 
 

       
       
       
       

 
 
 
 

 
 
 
 

EI EI
EI EI

1 2 3 4 1

5 1 2 3 2

6 5 1 2 3

7 6 5 1 4

.Y x A x A x -A x -A x y 0 B x

.φ x A x A x -A x -A x φ 0 B x
= +

M x -A x -A x A x A x M 0 -B x
Q x -A x -A x A x A x Q 0 -B x

       
       
                                                   

(4) 

Trong đó: 
φ(x), M(x), Q(x) – hàm góc xoay, mô men uốn và lực cắt ngang có mối liên hệ với hàm chuyển vị :

 
EI EI

2 3

2 3
dy d y M(x) d y Q(x)= φ(x); = - ; = -
dx dx dx

  

 

 

1 2 3 2

4 53

2 3
6 7

chαx.sinαx +shαx.cosαx shαx.sinαxA (αx) = chαx.cosαx;A (αx) = ;A (αx) = ;
2α 2α

chαx.sinαx - shαx.cosαxA (αx) = ;A (αx) = -α chαx.sinαx - shαx.cosαx
4α

A (αx) = -2α shαx.sinαx;A (αx) = -2α chαx.sinαx +shαx.cosαx

 

 
 
 
   

1 3 M + 4 P 8 q1 + 8 q2 +

2 2 M + 4 P 4 q1 + 4 q2 +

3 1 M + 4 P 3 q1 + 3 q2 +

4
4 4 M +

B x = M.A [α(x - x ) ]+P.A [α(x - x )]+ q A (x - x ) - A (x - x )

B x = M.A [α(x - x ) ]+P.A [α(x - x )]+ q A (x - x ) - A (x - x )

B x = M.A [α(x - x ) ]+P.A [α(x - x )]+ q A (x - x ) - A (x - x )

B x = M. -4α .A [α(x - x ) ]

  
  
  

1 P 2 q1 + 2 q2 ++P.A [α(x - x )]+ q A (x - x ) - A (x - x )  

 

 Viết (4) dưới dạng rút gọn:          Y x = A x X 0 +B x           (5) 

 
Trong đó:  

 Y(x) - ma trận cột hàm chuyển vị và nội lực dọc 
theo trục thanh (véctơ trạng thái của thanh); 

 A(x) - ma trận vuông nghiệm cơ bản của phương 
trình vi phân thuần nhất;  

 X(0) - ma trận cột chuyển vị và nội lực tại điểm có 
tọa độ x=0 (véctơ thông số ban đầu);  

 B(x) - ma trận cột hàm chuyển vị và nội lực do tải 
trọng tác dụng dọc theo trục thanh (véctơ tải trọng); 

 Tại biên x=L hệ (4) trở thành hệ phương trình đại 
số với các ẩn số là thông số nội lực và chuyển vị tại 
biên của phần tử.  

3. Xây dựngtrình tự tính nội lực và chuyển vị dầm 
trên nền đàn hồi [4] 

Bước 1. Rời rạc hóa hệ thành các phần tử 

Chia hệ theo biên hình học thành m các phần tử 
được liên kết với nhau bởi các nút. Đánh số nút và 
mũi tên chỉ hướng xác định biên đầu và cuối mỗi 
thanh (hình 2). 

 

 
Hình 2.Rời rạc hóa và đánh số nút phần tử 

 
Bước 2. Thiết lập hệ phương trình xác định trạng thái của hệ. 

P1 P2 P3

0 1 2 3 4



KẾT CẤU – CÔNG NGHỆ XÂY DỰNG 
 

8                                                                                                Tạp chí KHCN Xây dựng – số 2/2017 

Hệ phương trình trạng thái của hệ được lập bằng cách ghép nối phương trình trạng thái (4) của từng phần 
tử theo thứ tự rời rạc hóa đã thực hiện ở bước 1.  

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1 1 1

i i i i

m m m m

Y x A x X 0 B x
... ... ... ...

Y x = A x X 0 + B x
... ... ... ...

Y x A x X 0 B x

       
       
                  

      
      
             

   (6) 

 
Bước 3. Thiết lập hệ phương trình đại số xác định các thông số biên của các phần tử. 

Hệ phương trình đại số được xây dựng trên cơ sở thay các giá trị tọa độ biên x=0 và x=l của mỗi phần tử 
vào hệ phương trình (6) và nhận được:   

                     Y l = A l X 0 +B l A l X 0 - Y l = -B l                                        (7) 
 
Các ẩn số cần tính là nội lực và chuyển vị biên 

của các phần tửnằm trong hai ma trận X(0) và Y(l). 
Để đưa phương trình trên về hệ phương trình đại số 
tuyến tính cần gán các điều kiện biên tĩnh học và 
hình học vào các phần tử. Sau đó thực hiện các thủ 
tục toán học để loại bỏ các ẩn số bằng không và di 
chuyển các ẩn số khác không từ véc tơ Y(l) sang 
X(0) nhận được hệ 

      A * l X * 0,l = -B l                                   (8) 

Bước 4. Tính nội lực và chuyển vị của dầm 

 Giải hệ phương trình (7) tính nội lực và chuyển vị 
biên củacác phần tử. Từ đó xác định được hàm nội 
lực và chuyển vị của mỗi phần tử theo (4) hoặc cả hệ 
theo (6). 
4.Trình tự tính nội lực và chuyển vị dầm trên nền 
đàn hồi 

 

 
Hình 3. Sơ đồ ví dụ tính dầm trên nền đàn hồi 

  
Thực hiện ví dụ tính nội lực và chuyển vị cho 

dầm trên nền đàn hồi như trong hình 3. Biết: 
L1=10m; L2=45m; L3=15m; P1= 100kN; 
P2=150kN; M=200kN.m; q=10kN/m;  k=1.104 
kN/m3; E=2.107 kN/m2, các đoạn dầm có tiết 

diện:  b1=1,0m; h1=0,8m; b2=1,5m; h2=1,0m ; 
b3=1,0m; h3=0,4m. 

Trình tự tính dầm theo phương pháp phần tử biên 
được thực hiện theo các bước trình bày tại mục 3. 
a. Rời rạc hóa hệ thành các phần tử (hình 4).  

 

 
Hình 4. Rời rạc hóa và đánh số nút phần tử 

 
b. Thiết lập hệ phương trình xác định trạng thái (6) của hệ: 

L2/3

L2 L3

L2/3 L3/3 L3/3 L3/3

M qP1
P2

L1/2 L1/2 L2/3

L1

b

h
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EI .y(x) A (x) A (x) -A (x) -A (x) 0 0 0 0 0 0 0 0
EI .φ(x) A (x)
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EI .y(x)
EI .φ(x)

=
M(x)
Q(x)

EI .y(x)
EI .φ(x)

M(x)
Q(x)

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
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6 0-1 5 0-1 1 0-1 2 0-1

7 0-1 6 0-1 5 0-1 1 0-1

1 1-2 2 1-2 1-2 1-2

5 1-2 1 1-2 2 1-2 1-2
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+
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   
   
   
   
   
   
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   
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  
  
  
  
  
  
  
  
  
     

 
c. Thiết lập hệ phương trình đại số xác định các thông số biên của các phần tử 

Thay các giá trị tọa độ biên x=0 và x=l của mỗi phần tử vào hệ phương trình và hoán đổi nhận được (7). 

3 4
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0 0 0 0 -A (l) A (l) A (l) A (l) 0 0 0 0
0 0 0 0 -A (l) -A (l) A (l) A (l) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 A (l) A (l) -A (l) -A (l)
0 0 0 0 0 0 0 0 A (l) A (l)



3

1 0-1

1 0-1

0-1

0-1

2 1-2

2 1-2

-3 2 2-3 2-3

6 2-3 5 2-3 1 2-3 2 2-3

7 2-3 6 2-3 5 2-3 1 2-3

EI .y(0)
EI .φ(0)
M(0)
Q(0)

EI .y(0)
EI .φ(0)

-A (l) -A (l)
0 0 0 0 0 0 0 0 -A (l) -A (l) A (l) A (l)
0 0 0 0 0 0 0 0 -A (l) -A (l) A (l) A (l)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

1 0-1

1 0-1

0-1

0-1

2 1-2

2 1-2

1-2 1-2

1-2 1-2

3 2-3 3 2-3

3 2-3 3 2-3

2-3 2-3

2-3 2-

EI .y(l)
EI .φ(l)
M(l)
Q(l)

EI .y(l)
EI .φ(l)

-
M(0) M(l)
Q(0) Q(x)

EI .y(0) EI .y(l)
EI .φ(0) EI .φ(l)

M(0) M(l)
Q(0) Q(l)

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

11 0-1

21 0-1

31 0-1

41 0-1

11 1-2

21 1-2

31 1-2

41 1-2

11 2-3

21 2-3

31 2-3

3 41 2-3

B (l)
B (l)
B (l)
B (l)

B (l)
B (l)
B (l)
B (l)

B (l)
B (l)
B (l)
B (l)

   
   
   
   
   
   
   
   
      

  
  
  
  
  
  
  
  
     

 
 Gán các điều kiện biên tĩnh học và hình học vào 
X(0) và Y(l). Từ đó thiết lập các ma trận A* và X* theo 
quy tắc: 

- Loại bỏ các hàng có giá trị bằng không trong 
X(0) và Y(l). Khi loại bỏ hàng thứ i” có giá trị bằng 
không của X(0) cho toàn bộ cột thứ ”i” của A(l) giá trị 
bằng không. Trong bài toán đang xét các thông số 
EI1y(0)0-1, EI1φ(0)0-1, EI2y(0)1-2, EI3y(0)2-3 hàng 1, 2, 5, 
9 của X(0) có giá trị bằng không, do đó gán giá trị 
toàn bộ cột 1, 2, 5, 9 của A(l) giá trị không. 

- Chuyển ghép các thông số khác không từ Y(l) 
sang X(0), bao gồm: 

+ Các thông số độc lập Q(l)0-1, Q(l)1-2, M(l)2-3, 
Q(l)2-3 chỉ có trong Y(l) chuyển sang các hàng có giá 
trị bằng không trong X(0) (đánh dấu bằng mũi tên 
đường thẳng liền như hình dưới); 

+ Các thông số không độc lập EI1φ(l)0-1, M(l)0-1, 
EI2φ(l)1-2, M(l)1-2 được ghép chung với các thông số 
liên hệ trong X(0) (đánh dấu bằng mũi tên đường 
thẳng đứt nét như hình dưới); 

+ Khi chuyển đổi và ghép nối các thông số từ 
hàng thứ ”i” của Y(l) sang hàng thứ ”k”  X(0) cần bổ 
sung các hệ số bù vào số hạng Aik tại hàng ”i” và cột 
”k” của A (các số hạng được chỉ mũi tên như hình 
dưới).
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3 0-1 4 0-1

2 0-1 3 0-1

1 0-1 2 0-1

5 0-1 1 0-1

2 1-2 3 1-2 4 1-2

1 1-2 2 1-2 3 1-2

5 1-2 1 1-2

0 0 -A (l) -A (l) 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -A (l) -A (l) 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 A (l) A (l) 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 A (l) A (l) 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 A (l) -A (l) -A (l) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 A (l) -A (l) -A (l) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -A (l) A (l) 2 1-2

6 1-2 5 1-2 1 1-2

2 2-3 3 2-3 4 2-3

1 2-3 2 2-3 3 2-3

5 2-3 1 2-3 2 2-3

6 2-3 5 2-3 1 2-3

A (l) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -A (l) A (l) A (l) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 A (l) -A (l) -A (l)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 A (l) -A (l) -A (l)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -A (l) A (l) A (l)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -A (l) A (l) A (l)



















1 0-1 1 0-1

1 0-1 1 0-

0-1

0-1

2 1-2

2 1-2

1-2

1-2

3 2-3

3 2-3

2-3

2-3

EI .y(0) =0 EI .y(l) =0
EI .φ(0) =0 EI .φ(l)

M(0)
Q(0)

EI .y(0) =0
EI .φ(0)

-
M(0)
Q(0)

EI .y(0) =0
EI .φ(0)

M(0)
Q(0)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
   

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

1 1 1-2

0-1 1-2

0-1

2 1-2

2 1-2 2 2-3

1-2 2-3

1-2

3 2-3

3 2-3

2-3

2-3

=EI .φ(l)
M(l) =M(0)

Q(l)
EI .y(l) =0

EI .φ(l) =EI .φ(l)
M(l) =M(0)

Q(l)
EI .y(l) =0
EI .φ(l) =0

M(l)
Q(l)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nhận được kết quả:

 

0-1

1-2

0-1

0-1

2-3

2 1-2

1-2

1-2

2-3

3 2-3

2-3

2-3

Q(l)
Q(l)
M(0)
Q(0)

M(l)
EI .φ(0)

X * (0,l)
M(0)
Q(0)

Q(l)
EI .φ(0)

M(0)
Q(0)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
*

3 0-1 4 0-1

2 0-1 3 0-1 1 2

1 0-1 2 0-1

5 0-1 1 0-1

2 1-2 3 1-2 4 1-2

1 1-2 2 1-2 3 1-2 2 3

5

0 0 -A (l) -A (l) 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -A (l) -A (l) 0 -I I 0 0 0 0 0 0
0 0 A (l) A (l) 0 0 -1 0 0 0 0 0
-1 0 A (l) A (l) 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 A (l) -A (l) -A (l) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 A (l) -A (l) -A (l) 0 -I I 0 0

A
0 0 0 0 0 -A (


1-2 1 1-2 2 1-2

6 1-2 5 1-2 1 1-2

2 2-3 3 2-3 4 2-3

1 2-3 2 2-3 3 2-3

5 2-3 1 2-3 2 2-3

6 2-3 5 2-3 1 2-

l) A (l) A (l) 0 0 -1 0
0 -1 0 0 0 -A (l) A (l) A (l) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 A (l) -A (l) -A (l)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 A (l) -A (l) -A (l)
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -A (l) A (l) A (l)
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -A (l) A (l) A (l) 3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
Thay các số liệu vào nhận được hệ phương trình (8):

 

0 0 -147,4 -143,9 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -0,7 -34,2 0 -0,34 0 0 0 0 0 0
0 0 -3,5 0,7 0 0 -1 0 0 0 0 0
-1 0 -1,7 -3,5 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 3533,7 -131366 -75495 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -220,7 -3533,7 -23360,6 0 -23,58 0 0
0 0 0 0 0 302 -220,7 3533,7 0 0 -1 0
0 -1 0 0 0 93,4 -302 -220,7 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0-1

1-2

0-1

0-1

2-3

2 1-2

1-2

1-2

2-3

3

Q(l)
Q(l)
M(0)
Q(0)

M(l)
EI φ(0)
M(0)
Q(0)

0 0 0 119,7 584,5 974,1 Q(l)
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 164,2 -119,7 229,1 EI .
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -91,9 164,2 119,7
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -21,6 91,9 164,2

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2-3

2-3

2-3

-25967
780

-9305
7574
51569
315940

=-
-240769
91169

-1137003
111425φ(0)
-469466M(0)
-345990Q(0)

   
   
   
   
   
   
   
   
    
   
   
   
   
   
   
   
   
   

   

Bước 4. Tính nội lực và chuyển vị của hệ. 

Giải hệ phương trình xác định được các ẩn số biên và thay vào (6) nhận được: 
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1 0-1 1 0-1 2 0-1 3 0-1 4 0-1

1 0-1 5 0-

0-1

0-1

2 1-2

2 1-2

1-2

1-2

3 2-3

3 2-3

2-3

2-3

EI .y(x) A (x) A (x) -A (x) -A (x) 0 0 0 0 0 0 0 0
EI .φ(x) A (x)
M(x)
Q(x)

EI .y(x)
EI .φ(x)

=
M(x)
Q(x)

EI .y(x)
EI .φ(x)

M(x)
Q(x)

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

1 1 0-1 2 0-1 3 0-1

6 0-1 5 0-1 1 0-1 2 0-1

7 0-1 6 0-1 5 0-1 1 0-1

1 1-2 2 1-2 3 1-2 4 1-2

5 1-2 1 1-2 2 1-2 3 1-2

A (x) -A (x) -A (x) 0 0 0 0 0 0 0 0
-A (x) -A (x) A (x) A (x) 0 0 0 0 0 0 0 0
-A (x) -A (x) A (x) A (x) 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 A (x) A (x) -A (x) -A (x) 0 0 0 0
0 0 0 0 A (x) A (x) -A (x) -A (x) 0

6 1-2 5 1-2 1 1-2 2 1-2

7 1-2 6 1-2 5 1-2 1 1-2

1 2-3 2 2-3 3 2-3 4 2-3

5 2-3 1 2-3 2 2-3 3 2-3

6 2-3 5 2-3 1

0 0 0
0 0 0 0 -A (x) -A (x) A (x) A (x) 0 0 0 0
0 0 0 0 -A (x) -A (x) A (x) A (x) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 A (x) A (x) -A (x) -A (x)
0 0 0 0 0 0 0 0 A (x) A (x) -A (x) -A (x)
0 0 0 0 0 0 0 0 -A (x) -A (x) A (

11 0-1

21 0-

2-3 2 2-3

7 2-3 6 2-3 5 2-3 1 2-3

B (x)0
B (x)0

-13,6
17,3

0
-863,3

+
-49,6
42,6

0
-30328,6

x) A (x) -16042,5
0 0 0 0 0 0 0 0 -A (x) -A (x) A (x) A (x) 13353,0

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

1

31 0-1

41 0-1

11 1-2

21 1-2

31 1-2

41 1-2

11 2-3

21 2-3

31 2-3

41 2-3

B (x)
B (x)

B (x)
B (x)
B (x)
B (x)

B (x)
B (x)
B (x)
B (x)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Các biểu đồ nội lực và chuyển vị thể hiện trong hình 5. 

 

 
Hình 5.Biểu đồ chuyển vị và nội lực dầm 

 
4. Nhận xét 

Sử dụng phương pháp phần tử biên tính được 
kết quả là các hàm nội lực, chuyển vị trên dầm. 
Các phức tạp về mặt toán học trong quá trình giải 
có thể khắc phục bằng cách sử dụng các phần 
mềm lập trình. Trong [2] tác giả đã viết các 
chương trình tính nội lực và chuyển vị dầm trên 
nền đàn hồi bằng phần mềm Matlab. Các kết quả 
nội lực và chuyển vị bằng phương pháp phần tử 
biên hoàn toàn trùng khớp với kết quả giải tích 
trong tài liệu Sức bền vật liệu [1]. Tuy nhiên nếu 

so sánh với kết quả tính bằng phần mềm SAP có 
chênh lệch do phương pháp phần tử hữu hạn là 
phương pháp gần đúng. Có thể thấy sử dụng 
phương pháp phần tử biên tính nội lực và chuyển 
vị dầm trên nền đàn hồi Winkle đã kết hợp được 
ưu điểm của cả hai phương pháp là giải tích và 
số. 
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