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Tóm tắt: Bài báo đề xuất việc tính toán giới hạn và 

thích nghi của tấm Kirchhoff dưới các điều kiện ngẫu 

nhiên của giới hạn chảy. Thiết kế theo độ tin cậy của 

kết cấu bằng kỹ thuật Chance constrained 

programming là rất hiệu quả nếu nó được xây dựng 

như một bài toán tối ưu tất định tương đương. 

Abstract: A new formulation to calculate the 

shakedown limit load of Kirchhoff plates under 

stochastic conditions of strength is developed. Direct 

structural reliability design by chance constrained 

programming is based on the required failure 

probabilities, which is an effective approach of 

stochastic programming if it can be formulated as an 

equivalent deterministic optimization problem. 

1. Mở đầu 

Tấm là bộ phận kết cấu quan trọng, được sử dụng 

rộng rãi trong thực tế như tấm sàn trong xây dựng và 

các bộ phận trong cơ khí. Tính chất chịu uốn của một 

tấm phụ thuộc vào chiều dài của nó. Lý thuyết cổ điển 

chia tấm thành các nhóm: Tấm mỏng với biến dạng 

nhỏ, tấm mỏng với biến dạng lớn và tấm dày. Tấm 

mỏng với lý thuyết biến dạng nhỏ được gọi là tấm 

Kirchhoff, áp dụng với tấm có chiều dài nhịp lớn 

hơn ít nhất 10 lần chiều dày tấm. 

Phân tích trạng thái giới hạn của tấm chịu uốn 

được nghiên cứu bằng lời giải giải tích và lời giải số 

trong nhiều công trình chẳng hạn như [1-13]. Do giới 

hạn của các phương pháp giải tích, các hướng tiếp 

cận số như phương pháp phần tử hữu hạn, phương 

pháp không lưới (Meshfree method), phương pháp 

phần tử đẳng hình học (IGA) đã được đề xuất [1-

6,14]. 

Lý thuyết phân tích trạng thái giới hạn phát biểu 

các bài toán dưới dạng các bài toán tối ưu hóa toán 

học. Nếu giới hạn chảy của tấm là biến ngẫu nhiên, 

chúng ta phải xem các bài toán này như là bài toán 

tối ưu hóa với các biến ngẫu nhiên (Stochastic 

programming). Có rất nhiều mô hình để giải lớp bài 

toán này, độc giả có thể tìm thấy trong các công 

trình [15-23] mà Chance constrained programming 

(CCOPT) là một mô hình hiệu quả trong số đó. 

CCOPT được Sikorski và Borkowski [29] đầu tiên 

đề xuất dùng để giải bài toán tính lực giới hạn của kết 

cấu khi kể đến tính ngẫu nhiên của tải trọng và giới 

hạn chảy của vật liệu. Tuy vậy các nghiên cứu này 

giới hạn ở một số bài toán kết cấu đơn giản như 

dầm, khung, dàn và sử dụng bài toán tối ưu tuyến 

tính để giải. Trần và Staat [28] đã xây dựng và giải bài 

toán phân tích giới hạn và thích nghi của kết cấu dưới 

các điều kiện ngẫu nhiên của độ cứng và tải trọng cho 

các bài toán lớn 2D,3D sử dụng mô hình CCOPT.  

Bài báo này xuất phát từ các nghiên cứu của 

Sikorski [29] và Tran [1,28], phát triển để giải bài toán 

phân tích trạng thái giới hạn tấm Kirchhoff dưới điều 

kiện ngẫu nhiên của giới hạn chảy (có kể đến yếu tố 

ngẫu nhiên của mô men dẻo của tấm). Phạm vi khảo 

sát là tấm Kirchhoff chịu uốn với tải trọng tác dụng 

vuông góc với mặt tấm, sử dụng vật liệu thép được coi 

là đồng nhất, đẳng hướng, làm việc theo mô hình đàn 

hồi dẻo. 

Bài báo sử dụng phương pháp trực tiếp phân tích 

giới hạn và thích ứng (Limit and shakedown analysis). 

Đây là một nhánh của cơ học tính toán, đóng vai trò 

quan trọng trong thiết kế xây dựng và cơ khí. Nội dung 

của phương pháp trực tiếp hướng đến việc xác định 

khả năng chịu lực của các kết cấu làm việc ngoài 

giới hạn đàn hồi. Lý thuyết phân tích trạng thái giới 

hạn cho phép xác định cường độ lực lớn nhất mà 

kết cấu có thể chịu được khi kết cấu chịu quá trình 

chất tải được coi là chất tải đơn giản (Limit analysis) 

và chất tải phức tạp (Shakedown analysis). 

Phương pháp trực tiếp rất hiệu quả bởi nó chỉ 

khảo sát trạng thái cực hạn, trạng thái phá hủy mà 
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không quan tâm đến quá trình chi tiết xảy ra trong kết 

cấu. 

2. Phƣơng pháp cận trên đối với bài toán phân 

tích giới hạn và thích ứng của tấm chịu uốn 

Các phương pháp phân tích trạng thái giới hạn 

dựa trên các định lý phá hủy dẻo của kết cấu làm từ 

vật liệu đàn hồi dẻo hoặc vật liệu cứng dẻo. Chúng ta 

có hai cách tiếp cận đối với bài toán phân tích trạng 

thái giới hạn, phương pháp tĩnh (phương pháp cận 

dưới) và phương pháp động (phương pháp cận trên). 

Phương pháp cận dưới dẫn đến việc giải một bài toán 

tối ưu hóa nhằm cực đại của hàm mục tiêu trong khi 

phương pháp cận trên dẫn đến việc giải một bài toán 

tối ưu hóa nhằm cực tiểu của hàm mục tiêu. Nhiều 

công trình nghiên cứu đã sử dụng hai hướng tiếp cận 

trên đối với bài toán phân tích giới hạn và thích nghi 

của kết cấu, chẳng hạn Simon và Weichert sử dụng 

phương pháp cận dưới và thuật toán điểm trong để 

phân tích thích ứng của kết cấu 2D, 3D [25-26]. 

Trần et al [27] dùng phương pháp cận trên phân 

tích giới hạn và thích nghi của kết cấu vỏ với tiêu 

chuẩn chảy dẻo Liyushin. 

Trong nghiên cứu này, chúng tôi sử dụng định lý 

Koiter để xây dựng bài toán theo phương pháp cận 

trên. Công trình sử dụng tiêu chuẩn chảy dẻo von 

Mises. Năng lượng tiêu tán trên một đơn vị diện tích 

tấm có thể thiết lập như một hàm của vận tốc biến 

dạng: 
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Năng lượng tiêu tán dẻo của miền tấm   có 

thể biểu diễn như sau: 
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trong đó: 
0m - mô men giới hạn chảy trên một 

đơn vị chiều dài của mặt cắt tấm. 

Chúng tôi giới thiệu ở đây một trường độ cong 

dẻo khả dĩ, nó phải thỏa mãn biểu thức sau: 
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Dựa trên định lý Koiter và lý thuyết toán tối ưu, 

chúng ta có thể tìm được một cận trên của hệ số tải 

trọng shakedown [1,25,28] bằng cách giải bài toán 

tối ưu hóa toán học: 
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Chúng ta ký hiệu vector biến nút của phần tử 

hữu hạn  
T

/ /w w x w y    u , bài toán (5) 

được rời rạc hóa bằng phần tử hữu hạn như sau: 
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3. Phƣơng pháp cận trên đối với bài toán phân 

tích giới hạn và thích ứng của tấm chịu uốn khi 

giới hạn chảy của vật liệu đƣợc coi là đại lƣợng  

ngẫu nhiên 

Nếu giới hạn chảy của vật liệu là ngẫu nhiên, thì 

mô men dẻo là đại lượng không chắc chắn và hàm 

mục tiêu của bài toán (6) là biến ngẫu nhiên. Ta có 

thể xây dựng bài toán như sau:  
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 Khi mô men dẻo 
0( )m  là đại lượng ngẫu nhiên 

tuân theo quy luật phân bố chuẩn với  là giá trị 

trung bình và  là độ lệch chuẩn thì bằng kỹ thuật của 

CCOPT bài toán (7) có thể chuyển thành bài toán 

tương đương sau một số phép biến đổi: 
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4. Thuật toán cận trên cho bài toán phân tích 

shakedown tấm Kirchhoff 

 Chúng ta đưa vào một vài ký hiệu mới để tiện 

tính toán: 
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  Q Q I Q Q Q .                                                        (10) 

 Thay thế (9) vào (8) chúng ta thu được một bài toán gọn gàng hơn cho cận trên của lực limit 

shakedown:  
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 Sử dụng phương pháp Penalty để khử ràng buộc đầu tiên trong (11) chúng ta dẫn đến hàm Penalty như 

sau: 
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 trong đó: c  - một thông số phạt ( penalty parameter, rất lớn)    .  

 Sử dụng phương pháp thừa số Lagrange để đưa bài toán (11) thành bài toán không ràng buộc: 
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 Điều kiện tối ưu Karush–Kuhn–Tucker optimality conditions (KKT optimality conditions) đưa ra điều kiện 

cho lời giải cực tiểu địa phương của bài toán (13). 
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Sử dụng phương pháp Newton để giải hệ 

phương trình phi tuyến (14) ta thu được các  

vectors d ,d iku k  và d  thực sự là các hướng 

Newton mà khi đi theo hướng này với các bước 

phù hợp sẽ dẫn đến việc giảm hàm mục tiêu của 

(13). 

5. Các ví dụ số 

 Chúng ta khảo sát một tấm hình vuông chịu tải 

phân bố đều q, chiều dài 1,0L m , chiều dày tấm 

0,01t m . Vật liệu tấm là thép, được coi là đồng 

nhất, đẳng hướng. Giới hạn chảy vật liệu làm tấm là 

đại lượng ngẫu nhiên với giá trị trung bình

0( ) 250MPaE   và độ lệch chuẩn 
00,1 ( )E  . 

Giả sử độ tin cậy được chọn 0,9999  , hãy tính hệ 

số tải trọng giới hạn. 

Xét 2 bài toán với các điều kiện liên kết biên. 

 1. Tấm có 4 cạnh liên kết khớp. 

 2. Tấm có 4 cạnh liên kết ngàm. 
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Hình 1. Tấm 4 cạnh có liên kết khớp 

chịu tải trọng phân bố đều q 

 
Hình 2. Tấm 4 cạnh có liên kết ngàm 

chịu tải trọng phân bố đều q 
  

Do tính đối xứng, ta rời rạc hóa một phần tư tấm 
256 phần tử DKQ (Discrete Kirchhoff Quadrilateral). 
Bảng 1-2 trình bày kết quả số của lời giải cùng so 
sánh với các công trình của tác giả khác. Các kết 

quả đã được chuẩn hóa với 
2

0 /m L . Lời giải chính 

xác với trường hợp cách cạnh bị ngàm đã được 

Fox đưa ra trong tài liệu [9] là 0

2
42,851

m

qL
. So sánh 

với lời giải giải tích và lời giải số của các tác giả 
khác, kết quả thu được trong bài báo này không 

chênh lệch nhiều đối với trường hợp mô men dẻo 
của tấm là đại lượng tất định. Điều này thể hiện sự 
đúng đắn của thuật toán. Từ bảng 1 và 2 chúng ta 
cũng thấy rằng khi coi mô men dẻo của tấm là đại 
lượng ngẫu nhiên phân bố chuẩn thì hệ số tải trọng 
giới hạn giảm đáng kể. Với độ tin cậy 99,99% và tỷ 
số độ lệch chuẩn với giá trị trung bình 10% thì hệ số 
tải trọng giảm từ 25,74 xuống 15,82 (cho tấm liên 
kết tựa đơn). Với tấm chịu liên kết ngàm, kết quả 
tính toán cho trường hợp mô men dẻo cố định và 
ngẫu nhiên tương ứng là 45,76 và 28,66. 

 
Bảng 1. Hệ số tải trọng giới hạn trong trường hợp tấm 4 cạnh có liên kết tựa đơn giản 

Tên các tác giả Phương pháp cận dưới Phương pháp cận trên  

Hodge et al.[6] 24,86 26,54 

Mô men dẻo 
tất định 

Capsoni et al. [8] 
 

25,02 

Le et al. [5] 
 

25,01 

Tran et al. [14] 25,04 25,04 

Kết quả của bài báo  
25,74 

15,82 Phân bố chuẩn 

 

Bảng 2. Hệ số tải trọng giới hạn trong trường hợp tấm 4 cạnh có liên kết ngàm 

Tên các tác giả Phương pháp cận dưới Phương pháp cận trên  

Fox [9] 42,851 42,851 

Mô men dẻo 
tất định 

Morley [7]  42,88 

Hodge et al. [6] 42,86 49,25 

À Capsoni et al. [8] 
 

45,29 

Le et al. [5] 
 

45,29 

Tran et al. [14] 45,06 45,06 

Kết quả của bài báo 
 

45,76 

28,66 Phân bố chuẩn 
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Hình 3. Sự hội tụ của hệ số tải trọng giới hạn 

 

Kết luận: Bài báo đề xuất việc sử dụng phương 

pháp cận trên kết hợp với mô hình CCOPT để xây 

dựng và giải thành công bài toán tính giá trị tải trọng 

giới hạn tấm mỏng Kirchhoff chịu uốn kể điều kiện 

ngẫu nhiên của giới hạn chảy (yếu tố ngẫu nhiên của 

mô men dẻo của tấm), coi mô men dẻo là đại lượng 

ngẫu nhiên tuân theo quy luật phân bố chuẩn. 

 Thuật toán trong công trình này có thể dùng để tính 

hệ số tải trọng cho phân tích giới hạn và thích ứng trong 

2 trường hợp: Mô men dẻo của tấm là tất định và mô 

men dẻo của tấm là hàm phân bố chuẩn. 

 CCOPT là một mô hình hiệu quả khi chúng ta đưa 

bài toán tối ưu biến ngẫu nhiên thành bài toán tương 

đương với các biến cố định và sau đó giải với các 

thuật toán thường dùng của bài toán tối ưu hóa toán 

học. 
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